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Vorwort zur zweiten Auflage

Seit dem Erscheinen der ersten Auflage dieses Buches sind nunmehr zwanzig Jahre
vergangen. Fiir die Neuauflage haben Herr Kollege Jacobs und der Verlag de Gruy-
ter mich um eine griindliche Uberarbeitung gebeten. Ich habe dabei die im Vorwort
zur ersten Auflage von Herrn Jacobs genannte Zielsetzung und den prinzipiellen
Aufbau seines Buches respektiert, mich aber trotzdem nicht nur auf die Beseitigung
von Druckfehlern und kleineren Irrtiimern beschrénkt. Neben verhéltnismiBig ge-
ringfiigigen Anderungen in der Darstellung und einigen vereinfachten Beweisen
sowie vielen neuen Literaturhinweisen stehen die griindliche Umarbeitung mehre-
rer Kapitel (insbesondere die tiber Lateinische Quadrate, Codes, projektive Ebenen
und Blockplédne) im Lichte neuerer Entwicklungen, was auch zu einigen umfang-
reichen Ergénzungen gefiihrt hat. Insgesamt werden diese Teile nun doch syste-
matischer prisentiert, wenn es auch dabei bleibt, da} eine vollstindige Theorie
im hier gesetzten Rahmen nicht geboten werden kann. Es sind so — wie ich den-
ke — etliche weitere Rosinen zu dem von Herrn Jacobs angesprochenen Kuchen
hinzugekommen, wie beispielsweise

e mehr Anwendungen aus der Codierungstheorie (Priifziffersysteme,
CRC-Codes),

¢ Anwendungen von Codes und projektiven Ebenen in der Kryptographie
(Authentikation von Nachrichten, Zugangskontrolle zu geheimen Informa-
tionen),

e mehr iiber Blockplidne, zum Beispiel der Zusammenhang zur bekannten
Hadamardschen Ungleichung, fiir die wir einen besonders kurzen Beweis
eingeschlossen haben, und Differenzmengen, inklusive eines eleganten Be-
weises fiir den berithmten Hallschen Multiplikatorsatz,

* mehr iiber projektive Ebenen und Réume, insbesondere iiber Kollineationen
(Satz von Singer) und interessante Unterstrukturen wie Unterebenen, Blocka-
demengen und Bogen, wobei die Bogen einen verbliiffenden Zusammenhang
zur Codierungstheorie liefern,

* ein besonders kurzer und eleganter Beweis des Fiinffarbensatzes,
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um nur einige besondere Highlights zu nennen. Dabei haben natiirlich auch meine
personlichen Interessen eine gewisse Rolle gespielt. Insgesamt hoffe ich aber, dem
Geist der ersten Auflage treu geblieben zu sein und das Buch noch reichhaltiger
und damit vielleicht auch noch eine Spur reizvoller gemacht zu haben.

Trotzdem bleiben notgedrungen viele wichtige Aspekte der Kombinatorik giinz-
lich auBlen vor, wie etwa die eminent wichtige Matroid-Theorie, die Theorie der
Assoziationsschemata, die probabilistische Methode oder die extremale Kombina-
torik. Fiir die Matroidtheorie sei der Leser auf die Biicher von Tutte [1971], Welsh
[1976], Oxley [1992], Recski [1989] und White [1986], [1987], [1992] verwiesen.
Zum Thema Assoziationsschemata empfehlen wir Bannai und Ito [1984] sowie Zie-
schang [1995], und zur probabilistischen Methode sollte man Erdds und Spencer
[1974], Alon und Spencer [1992] sowie — fiir algorithmische Aspekte — Habib et
al. [1998] konsultieren. Zur extremalen Kombinatorik vergleiche man Baranov und
Stechkin [1995] sowie Jukna [2001]; fiir die extremale Graphentheorie ist nach wie
vor das Buch von Bollobas [1978] die Standardreferenz.

Andere wichtige Aspekte kommen sicherlich ebenfalls etwas zu kurz; so spielen
bei uns weder Algorithmen noch Anwendungen eine grof3e Rolle, wenn sie auch
gelegentlich angesprochen werden. Es sind aber gerade diese beiden Themen, die
die enorme auflermathematische Niitzlichkeit der Kombinatorik erkldren. Stellver-
tretend fiir viele mogliche Referenzen sei der an realen Anwendungen — etwa im
VLSI-Design oder beim Entwurf von Kommunikations- und Verkehrsnetzwerken —
interessierte Leser auf die Biicher von Lengauer [1990], Korte et al. [1990] sowie
Bermond [1992] verwiesen. Auf diese Themen konnen wir leider gar nicht einge-
hen; immerhin werden wir zu Anwendungen in der Kryptographie im Text einiges
sagen. Dagegen bleibt leider auch das vielféltig anwendbare ,,Traveling Salesman
Problem™ auf der Strecke, das bestens dazu geeignet wire, nahezu alle relevan-
ten Aspekte der modernen kombinatorischen Optimierung kennenzulernen; dafiir
miissen wir unsere Leser auf die beiden wunderbaren Sammelwerke von Lawler et
al. [1985] sowie Gutin und Punnen [2002] verweisen.

Ich danke dem Verlag de Gruyter und insbesondere Herrn Manfred Karbe fiir die
gute Betreuung dieses Buchprojektes und die stets angenehme Zusammenarbeit.
Mein ganz besonderer Dank gilt meinem fritheren Studenten, Herrn Dr. Andreas
Enge, der das Manuskript mit groer Aufmerksamkeit gelesen und zahlreiche Ver-
besserungsvorschldge gemacht hat. Die noch verbleibenden Irrtiimer gehen ganz
und gar zu meinen Lasten.

Augsburg, Juli 2003 Dieter Jungnickel
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Es gibt verschiedene Arten, Kombinatorik zu lernen. Will man Berufs-Kombinato-
riker werden, so kann man z. B.

(a) dem in der Rota-Schule gepflegten Trend zur Systematisierung kombinato-
rischer SchluBweisen folgen, wie etwa Rota [1975], Aigner [1979], Graver
und Watkins [1977] oder

(b) versuchen, Kombinatorik im indisch-israelisch-ungarischen Stil (liebevoll-
dynamisches Stellen und Losen von Einzelproblemen im Lichte groBer Leit-
ideen) zu treiben und zur Einiibung etwa das Buch von Lovazs [1979] durch-
arbeiten.

Das Literaturverzeichnis gibt einen Einblick in die Fiille der veroffentlichten Lehr-
biicher und Monographien.

Das vorliegende Buch schlieft soweit wie moglich an das Bandchen von Ry-
ser [1963] an. Es wendet sich nicht so sehr an zukiinftige Berufskombinatoriker,
sondern vor allem an Mathematiker jeder Arbeitsrichtung, die einen knappen, viel-
seitigen Einblick in die Kombinatorik gewinnen und mit bescheidenem technischen
Aufwand schnell an eine Vielzahl berithmter Resultate herankommen wollen. Damit
sind insbesondere Studenten und auch Gymnasiallehrer angesprochen (die Kom-
binatorik wird wegen ihres Reizes und ihrer Direktheit in Zukunft eine wachsende
Bedeutung im Schulunterricht haben).

Ich habe deshalb, bildlich gesprochen, versucht, einen moglichst kleinen Ku-
chen mit moglichst vielen Rosinen zu backen. Die Themenauswahl ist aus dem
Inhaltsverzeichnis ersichtlich. Kiirzer behandelt sind einige Themen, die an sich
nicht zum klassischen Themenkanon der Kombinatorik gehoren, z. B. das Dikta-
torproblem und einige Symmetrie-Eigenschaften der Morse-Folge 01101001. ..
Der Versuchung, immer das allgemeinste mogliche Resultat zu beweisen, habe
ich zu widerstehen gesucht. Auch auf die Einfiihrung vereinheitlichender Begrif-
fe (z.B. Inzidenzstruktur) habe ich absichtlich verzichtet. Die Kombinatorik ist
bunt und soll bunt bleiben. Ich habe vor allem nach dem Typischen getrach-
tet. So lernt man z. B. die typische Arbeitsweise der Ray-Chaudhuri-Schule hier
zweimal, bei der vollstindigen Widerlegung der Eulerschen Vermutung iiber or-
thogonale lateinische Quadrate und bei der vollstindigen Behandlung des Kirk-
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man’schen Schulmidchenproblems im Falle der Dreierreihen, griindlich kennen.
Dagegen habe ich die umfassenderen Existenzsitze fiir Blockpldne und auflosbare
Blockpléne nur zitiert und nicht bewiesen. Verschiedene Grof3gebiete der modernen
Kombinatorik — Graphentheorie, endliche Geometrie, Code-Theorie, Blockplan-
Theorie — werden nur in typischen, aber, wie ich hoffe, griindlichen Kostproben
vorgefiihrt; jedes dieser Gebiete wiirde ein eigenes Studium erfordern. Eine Reihe
kombinatorischer Themen mufte aus Platzgriinden entfallen (z.B. Such-Theorie,
Matroid-Theorie, Fluktuationstheorie, Gittergas-Kombinatorik, topologische und
wahrscheinlichkeitstheoretische Methoden, Hadamard-Matrizen, und auch die Per-
manententheorie, die mit dem Beweis der van-der-Waerden- Vermutung durch Ego-
rychev [1981] und Falikman [1981] soeben einen schonen Schritt vorwiérts getan
hat, konnte ich nur streifen).

An verschiedenen Stellen habe ich Resultate aus anderen mathematischen Theo-
rien genutzt, aus der Gruppentheorie, aus der Theorie der endlichen Korper, aus
der elementaren Zahlentheorie, aus der Funktionentheorie. Diese Resultate werden
am betr. Ort durch hoffentlich ausreichende Erlduterungen herangeholt.

Zwecks Pflege des Familiensinns unter Mathematikern habe ich das Literatur-
verzeichnis, soweit moglich und tunlich, mit Vornamen und Lebensdaten ausge-
stattet. Ich hoffe, es sind mir keine Fehler unterlaufen.

Zur Bezeichnung: Satz I111.5.1 bedeutet: Satz 5.1 aus Kap. III §5. Das Symbol
O bezeichnet das Ende eines Beweises.

Zahlreichen Freunden und Kollegen bin ich zu Dank verpflichtet. Mein Doktor-
vater, Herr Wilhelm Maak, dem ich dies Buch widme, hat mir vor langen Jahren
einen ersten Zugang zur Kombinatorik eroéffnet. Fachkundigen Rat haben mir vor
allem Thomas Beth, Hillel Furstenberg, Dietrich K6lzow, Klaus Leeb, Volker Strehl
und Benji Weiss gegeben; Maria Reményi hat den Text kritisch gelesen und verbes-
sert. Fiir die Herstellung der Reinschrift danke ich den Sekretérinnen des Erlanger
Mathematischen Instituts, voran Frau Helga Zech, und dem Verlag de Gruyter fiir
die sorgfiltige publikatorische Betreuung und die gute Zusammenarbeit.

Erlangen, April 1983 Konrad Jacobs
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I Das kleine Einmaleins der Kombinatorik

In diesem einfiihrenden Kapitel wollen wir einige elementare Aussagen und Prin-
zipien der klassischen Kombinatorik kennenlernen. Nach einem kurzen Riickblick
auf die wichtigsten Begriffe der Mengenlehre (der auch dazu dient, die von uns
verwendete Notation festzulegen) stellen wir drei grundlegende Abzéhlprinzipi-
en vor und leiten dann die einfachsten Anzahlaussagen fiir endliche Mengen her;
danach betrachten wir mit dem Inklusions-Exklusions-Prinzip ein etwas schwie-
rigeres Abzihlverfahren, das von fundamentaler Bedeutung ist. Hier konnen wir
dann bereits etliche anspruchsvollere Anwendungen behandeln.

1 Mengen

Die Kombinatorik beschéftigt sich iiberwiegend mit endlichen Mengen. Das Un-
endliche kommt aber sogleich ebenfalls in die Kombinatorik hinein, weil sie Sétze
zu beweisen sucht, die fiir Mengen ohne Beschrinkung der Michtigkeit (also der
Anzahl ihrer Elemente) gelten. Ferner bedient sich die Kombinatorik manchmal
analytischer, topologischer oder stochastischer Methoden, wodurch sie es mit den
reellen und den komplexen Zahlen oder auch mit topologischen Rdumen zu tun
bekommt; dieser Fall tritt besonders dann ein, wenn man sogenannte asymptoti-
sche Aussagen beweisen will. SchlieBlich lassen sich manche Fragestellungen und
Ergebnisse der Kombinatorik von endlichen auf unendliche Mengen iibertragen. In
diesem Buch steht die Kombinatorik der endlichen Mengen im Vordergrund. Wo
dieser Rahmen iiberschritten wird, werden wir die benotigten Hilfsmittel per Zitat
ausdriicklich, aber ohne Beweis bereitstellen. Aber auch beim Umgang mit end-
lichen Mengen werden wir uns Resultate aus anderen Gebieten der Mathematik,
insbesondere aus der Linearen Algebra, der Algebra der endlichen K6rper und der
Theorie der endlichen Gruppen — wieder per Zitat ohne Beweis — zu Nutze machen.

Wir setzen voraus, dafl der Leser iiber gewisse Grundkenntnisse aus der nai-
ven Mengenlehre, d. h. iiber Mengen und Abbildungen, verfiigt. Es geht also nur
noch darum, an gewisse Begriffsbildungen aus dieser Theorie zu erinnern und Be-
zeichnungen festzulegen. Die gesamte Kombinatorik ist, wie praktisch jeder Zweig
der Mathematik, mit Hilfe der Begriffe ,,Menge* und ,,Abbildung* formulierbar.
Die weiteren Abschnitte dieses Kapitels haben auch den Zweck, dies an einfa-
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chen Beispielen zu demonstrieren; dadurch soll insbesondere klar werden, dafl zum
Verstindnis der Kombinatorik kein kombinatorischer Sonderverstand erforderlich
ist. Dennoch werden wir spéter die konsequente Formulierung kombinatorischer
Aussagen rein mit Hilfe der Begriffe ,,Menge” und ,,Abbildung“ oft nicht voll
durchfiihren, némlich dann, wenn eine andere —beispielsweise verbale — Ausdrucks-
weise nach unserer Meinung besser geeignet ist, das Gemeinte klarzumachen. Von
einem gewissen Stadium der Beschéftigung mit der Kombinatorik an sollte der Le-
ser im Stande sein, mengentheoretischen Klartext selbststindig herzustellen, falls
er dies wiinscht. Folgende Mengen werden uns besonders beschiftigen:

N = {1, 2, 3, ...} = die Menge der natiirlichen Zahlen;
Z={0,1,-1,2,-2,...}={...,—1,0,1,...}
= die Menge der ganzen Zahlen;
Zy=1{0,1,2,...}={m|meZ, m >0}
= N U {0} = die Menge der ganzen Zahlen ab O.

Das Rechnen mit Kongruenzen (mod m) in N und Z wird als bekannt vorausgesetzt.
Ferner benotigen wir immer wieder:

Q:{%’a,bez,b#o}

= die Menge (auch: der Korper) der rationalen Zahlen

(womit wir eigentlich Aquivalenzklassen von Briichen meinen, die Klassenbildung
aber meist nicht explizit beniitzen);

R = die Menge (auch: der Korper) der reellen Zahlen;
C = die Menge (auch: der Korper) der komplexen Zahlen;
GF(q) = der endliche Korper mit ¢ Elementen (wobei ¢ eine Primzahl-
potenz ist, vgl. §1I1.3).

Mengen mit genau r (€ Z,) Elementen heillen auch r-elementige Mengen oder
r-Mengen. Die leere Menge ¢ ist die einzige 0-Menge. Ist M eine Menge und
r € Z4, so bezeichnet

oM die Menge aller Teilmengen von M einschlieBlich der

leeren Menge ;

M
( > die Menge der r-elementigen Teilmengen von M.
;
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Man nennt 2™ auch die Potenzmenge von M. In der ilteren Literatur findet man statt
der hier verwendeten Bezeichnungen meist die Symbole & (M) bzw. P, (M). Aus
dem Zusammenhang sollte stets klar sein, ob wir mit 2 gerade die Potenzmenge
einer Menge oder aber eine Zahl meinen.

Die Mengenverkniipfungen U, N und Symbole wie [J}_; M, Miey Mk,
(Uses My werden als bekannt vorausgesetzt. Sind N und M Mengen, so nennt
man

M\ N ={x|x e M, x &€ N}die Differenz von M und N
(in dieser Reihenfolge);

MAN=M\N)UWN\M)=MUN)\ (MNN)
die symmetrische Differenz von M und N.

Eine Menge von Mengen wird auch als ein Mengensystem bezeichnet. Eine Ab-
bildung einer nichtleeren Menge / in eine Menge wird auch eine Familie genannt.
I heifit dann die Indexmenge der Familie. Ist x; das Bild von i € I unter dieser
Abbildung, so schreibt man die Familie als (x;);c;. Bei speziellen / verwendet man
auch andere Schreib- und Sprechweisen:

(xj)jef1,2) = (x1, x2) (geordnetes) Paar
Oket,ny = 15 oo o5 Yn) n-Tupel, n-Vektor
(ziez, = (20,215 .-.) = z021... Folge
(YmImez = (. u—1,ug, Uy, ...)
= ...U_jUoUp ... Folge

und dergleichen mehr. Dies alles gilt insbesondere bei Mengenfamilien, d. h. Ab-
bildungen einer Indexmenge in eine Menge von Mengen. Ist M eine nichtleere
Menge von Mengen, so bezeichnet

U M  die Vereinigung aller Mengen aus M, d. h. die Menge aller Elemente,

MeM die in mindestens einer Menge M € M vorkommen;

U M den Durchschnitt aller Mengen aus M, d. h. die Menge aller Elemente,
MeM die in jeder Menge M € M vorkommen.
Ist M = ¢, so setzt man | J mem M = ; hat man sich entschlossen, nur Teilmen-
gen einer festen Menge X zu betrachten, definiert man (),,.s M = X. Analoge
Bezeichnungen werden fiir Mengenfamilien verwendet.
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Ist (M;);c; eine Familie von nichtleeren Mengen, so definiert man ihr cartesi-
sches Produkt ]_[ie ; M; als die Menge aller Familien (x;);e; mit x; € M; fiir alle
i € I.Hierbei heit M; auch der i-te cartesische Faktor von [ [;.; M. Fiir spezielle
I verwendet man auch andere Bezeichnungen wie M| x My, My X --- X My,
Mox My x--- - xM_1 xMyxMyx---,Ax BxCetc.Da} [[;.; M; stets
nichtleer ist, ist gerade der Inhalt des sogenannten Auswahlaxioms; fiir unendliche
Familien ist dieses allgemein akzeptierte Axiom durchaus nicht unproblematisch,
worauf wir aber hier nicht eingehen konnen. Ist in einer Mengenfamilie (M;);c;
mindestens ein M; leer, so definiert man [ [;.; M = @. Sind sémtliche M; gleich,
etwa gleich M, so schreibt man auch

iel

m! statt [ [;c; M,
M" statt M; x --- X M,,
M statt My x -+ x M, etc.

M ist also die Menge aller Abbildungen von I in M. Sind R, C nichtleere Mengen,
so heilen Abbildungen R x C — M auch Matrizen oder Arrays; die Elemente
von R heiflen dann auch Zeilenindizes, die Elemente von C auch Spaltenindizes.
Fiir ein festes j € R heiit die Einschrinkung unserer Abbildung auf {j} x C
auch die j-te Zeile oder der j-te Zeilenvektor der Matrix; analog sind Spalten und
Spaltenvektoren definiert. Fiir spezielle R, C verwendet man iiblicherweise auch
spezielle Bezeichnungen fiir Matrizen, so etwa fiir m x n -Matrizen

@) Gloell,mix(1,.on) = (@jk) j=1,...m;k=1,...,n

ary ...an

aml -« - Qmn

oder fiir unendliche Arrays
(b(m,n))(m,n)62+ xN — (bmn)m=0,1,...; n=1,2,...

bo1 by ...
=|bi b1a...

und dergleichen mehr. Wir werden die transponierte Matrix (a ;) zu einer Matrix
A = (aj;) mit AT bezeichnen.

Ein Mengensystem M heil3t ( paarweise) disjunkt, wenn je zwei Mengen in M
leeren Schnitt haben. Entsprechend heifit eine Mengenfamilie (M;);c; ( paarweise)
disjunkt, wenn fiir alle i, j € I miti # j stets M; N M; = () gilt. Eine Mengenfa-
milie (M;);e; disjunkt machen bedeutet, zur neuen Mengenfamilie (M; X {i})icr
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tibergehen, die in der Tat disjunkt ist. Vereinigt man eine disjunkte Menge von
Mengen oder eine disjunkte Mengenfamilie, so spricht man auch kurz von dis-
junkter Vereinigung. Eine Darstellung einer Menge M als disjunkte Vereinigung
anderer Mengen nennt man auch eine (disjunkte) Zerlegung oder Partition von M,
die Bestandteile auch Atome oder Teile.

Teilmengen von M| x M> werden auch als (bindre) Relationen zwischen Ele-
menten von M| und Elementen von M, bezeichnet, im Falle M; = M; = M auch
als (bindre) Relationen auf M. Der Leser sollte wissen, was Reflexivitit, Symmetrie,
Transitivitit etc. einer Relation in einer Menge M bedeutet, was eine Aquivalenz-
relation samt (Aquivalenz-)Klassen und Repriisentanten ist, was man unter einer
partiellen Ordnung und unter einer Totalordnung in einer Menge versteht etc. Ist
f 1 X — Y eine Abbildung der Menge X in die Menge Y, so nennt man die
Relation

G=Gr={x,y)|lxeX,yel,y=f(x)}={k, f(x)[xeX}

den Graphen der Abbildung f. Er hat folgende Eigenschaft: Zu jedem x € X gibt
es genauein y € Y mit (x, y) € G. Relationen G C X x Y mit dieser Eigenschaft
und Abbildungen f: X — Y sind mittels der Identifikation G = Gy nur zwei
Aspekte ein und derselben Sache. Da wir den Begriff des cartesischen Produkts
nicht ohne den Begriff der Abbildung formuliert haben (was jedoch moglich wire),
ist der Abbildungsbegriff damit streng genommen nicht auf den Relationsbegriff
zuriickgefiihrt. (Noch strenger genommen ist jeder (z. B. mathematische) Text eine
Abbildung einer Menge von Plitzen in eine Menge von Zeichen.) Wir rekapitulieren
abschlieBend: Eine Abbildung g: M — N heif3t

injektiv oder eine Injektion, wenn sie eindeutig ist, also aus x, y € M, x # y stets
f(x) # f(y) folgt;

surjektiv oder eine Surjektion, wenn sie ,,auf* ist, also wenn
SM) ={f(x)|xeM}=N gilt
bijektiv oder eine Bijektion, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Statt f(x) darf man auch fx oder x/, statt f(K) (= {f(x) | x € K} fiir
K C M) darf manauch f K oder K/ schreiben. Die zu einer Bijektion f: M — N
inverse Abbildung von N in M wird mit f~! bezeichnet. Bijektionen f: M —
M heillen auch Permutationen von M. Fiir zwei Abbildungen f: M — N und
g: N — P ist die Komposition oder das Produkt g o f durch go f: M — P,
(g o f(x) = g(f(x)) fir alle x € M definiert (also: ,erst f dann g*). Die
Permutationen von M bilden mit diesem Produkt eine Gruppe, die man mit Sy
(bei M = {1, ..., n} auch mit S,,) bezeichnet und die symmetrische Gruppe auf M
(oder: auf n Elementen) nennt.
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2 Einfache Anzahlaussagen

Ist M eine Menge, so bezeichnet | M | die Anzahl ihrer Elemente. Der Kurz- Ausdruck
»/M| = m* bedeutet ausfiihrlich ,,M ist eine Menge und hat genau m Elemente*.
[M| = 0ist mit M = @ gleichbedeutend. Zwei nichtleere Mengen M, N sind ge-
nau dann gleichmdichtig (d.h., es gilt |[M| = |N|), wenn es eine Bijektion M — N
gibt. Eine Menge M heilit endlich, wenn es keine Injektion f: M — M mit
f(M) # M gibt (Dedekindsche Definition der Endlichkeit, Dedekind [1888]).
Eine nichtleere Menge M ist genau dann endlich, wenn es ein n € N und eine
Bijektion M — {1, ..., n} gibt; es gilt dann |M| = n. Ist M nicht endlich, so
schreiben wir |M| = oo und kiimmern uns nicht um die Unterscheidung verschie-
dener unendlicher Michtigkeiten.

Alle Anzahl-Untersuchungen der Kombinatorik kommen im Prinzip mit den
folgenden drei Grundtatsachen aus:

() Gibt es zwischen zwei Mengen eine Bijektion, so haben sie gleichviele Ele-
mente.

(IT) Sind M und N disjunkt, so gilt |M U N| = |M| + |N|, bei disjunkter Vereini-
gung addieren sich also die Méchtigkeiten. Im allgemeinen Fall gilt dagegen
IMUN|=|M|+|N|—|MNN|.

(III) [M x N| = |M] - |N|, bei cartesischer Produkt-Bildung multiplizieren sich
also die Méchtigkeiten.

Ubung 2.1. Mittels vollstindiger Induktion beweise man (II) und (III) und dehne
beide Aussagen auf beliebig viele Mengen aus.

Indem man die allgemeine Version von (III) auf N gleiche cartesische Faktoren
anwendet, erhilt man die Formel

2.1) |MN| = | M|V

aus der wir durch geschickte Interpretation die folgende Aussage gewinnen.

Satz 2.2. Eine n-Menge besitzt genau 2" Teilmengen.

Beweis. Aus |{0, 1}| = 2 und |M| = n folgt {0, 1}M| = 2", wobei nach Definition
die Elemente von {0, 1} simtliche Abbildungen f von M in {0, 1} sind. Die
Zuordnung
f= Ef=lklkeM, fk)y=1})

ist nun offenbar eine Bijektion zwischen {0, 1} und 2*: Die Elemente von {0, 1}
sind die sogenannten Indikatorfunktionen von Teilmengen von M. (Diese Beob-
achtung motiviert auch die Notation 2¥ fiir die Potenzmenge der Menge M.) Nach
(D) sind wir fertig. O
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Alsnichstes untersuchen wir die Frage, wieviele Injektionen es von einer Menge
M in eine Menge N gibt, was uns insbesondere die Méchtigkeit der Gruppe S,
liefern wird.

Satz 2.3. Sei |M| = m und |N| = n, wobei m < n gelte. Dann gibt es genau
nn—1)...(n —m+ 1) Injektionen von M in N.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber m. Istm = 1 < n, so ist genau ein Element
abzubilden; als Bilder stehen die n Elemente von N zur Verfiigung, weswegen die
gesuchte Anzahl n = n — 1 + 1 ist, wie behauptet. Angenommen, man hat die
Behauptung fiir m — 1 bewiesen und hat nun (M| = m, |[N| =n > m > 1. Wir
wihlen ein beliebiges Element jy € M und zerlegen die Menge J der Injektionen
von M in N disjunkt in n Teile:

I ={f | f: M — N injektiv, f(jo) =k}

fir k € N. Das Atom J; dieser Partition ist nun durch die Abbildung ,.Ein-
schrinkung auf M \ {jo}* bijektiv auf die Menge der Injektionen von M \ {jo}
in N \ {k} bezogen. Man hat |M \ {jo}| = m — 1, |N \ {k}| = n — 1; nach Indukti-
onsannahme und (I) gilt somit [{x)| = (n —1)...(n —m + 1) fiiralle k € N. Nach
D folgt nun |4| = n(n —1)...(n —m + 1), also die Behauptung. O

Korollar 2.4. Fiir jede natiirliche Zahl n gilt
[Syl=n!l=n(n—-1)...2-1

Beweis. Hier ist M = N und die Injektionen sind — im wesentlichen nach der
Dedekindschen Definition der Endlichkeit — Bijektionen. O

Wir haben beim obigen Beweis die Zuriickfiihrung aller Beweismittel auf (1),
(II), (ITT) bis auf das formale Aufschreiben gewisser Abbildungen vollstindig durch-
gefiihrt, damit der Leser einmal an einem Beispiel sieht, wie man das macht. In
Zukunft werden wir uns meist einer kiirzeren Ausdrucksweise bedienen, in der der
obige Beweis etwa folgende Form hat: Wir kénnen M = {1, ..., m} annehmen;
fiir die Abbildung von 1 bestehen n, fiir die Abbildung von 2 dannnochn — 1, ...,
schlieBlich fiir die Abbildung von m dann noch n — m + 1 Moglichkeiten; also ist
die gesuchte Anzahln(n — 1)...(n —m + 1).

Als néchstes wenden wir uns den k-Teilmengen einer Menge N zu. Mittels
naheliegender Bijektionen und (I) sieht man, daf} die Michtigkeit von

(ZZ)={M|M9N, M| = k)
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nur von k und der Méchtigkeit n von N abhéngt; daher konnen wir diese Méchtigkeit
als die Definition des Binomialkoeffizienten (Z) verwenden. Man beachte, daf} diese
Definition fiir beliebige nicht-negative ganze Zahlen sinnvoll ist; im Falle n < k
ergibt sich dann trivialerweise (Z) = 0. Fiir den interessanten BereichO < k <n

erhalten wir die folgenden wichtigen Formeln.

Satz 2.5. Es seienn, k € Z4 mit0 < k < n. Dann gelten:

n n—1 n—1 .

2.2) <k>:<k—l>+( X ) Sfirk > 1,
n n!

@3) <k>=m

o ()0

Beweis. Zum Nachweis von (2.2) sei N eine n -Menge und 1 < k < n. Wir wiéhlen
ein beliebiges Element jp € N und zerlegen (]Z) disjunkt in folgende zwei Mengen
& und Q:

P={M|MCN, M| =k, joecM},

Q={M|MCN,|M| =k, jogM].

Offenbar gilt |P| = (Z:}), da jedes M € & durch Hinzufiigen von jy zu einer
(k — 1)-Teilmenge von N \ {jo} entsteht; weiter gilt |@Q| = (" ;1) unmittelbar nach
Definition. Damit folgt die Behauptung aus (II).

Wirkonnen nun (2.2) verwenden, um (2.3) mit Induktion iiber n+k zu beweisen.
Der Induktionsanfang n = k = 0 sowie allgemeiner der Fall k = 0 sind trivial,
da dann beide Seiten gleich 1 sind. Sei nun 1 < k < n. Nach Induktionsannahme

folgt dann

ny n—1 n—1 _ (n—1)! (n—1)!
(k)_(k—1)+( k >_(k—l)!(n—k)!+k!(n—k—1)!

=Dk +n—k) n!
- kl(n — k)! Tkl =k

SchlieBlich ergibt sich (2.4) aus der trivialen Beobachtung, dafl die k-Teil-
mengen M von N durch die Bildung ihrer Komplemente N \ M bijektiv auf die
(n — k)-Teilmengen von N abgebildet werden. O
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Die Definition der Binomialkoeffizienten als Méchtigkeit der Menge (1/\(/ ) fiir
eine n -Menge N hat den Vorteil, sofort deren Ganzzahligkeit zu liefern, die man der
Formel (Z) = #lk),, die sonst manchmal als Definition verwendet wird, ja nicht
unmittelbar ansieht. Die Formel (2.2) ermoglicht dann die sukzessive Berechnung
der Binomialkoeffizienten durch einen Algorithmus, der lediglich mit Additionen
auskommt und wegen einer gern benutzten Schreibanordnung das Pascalsche Drei-
eck genannt wird. In

(o) (1) (e L") ()

sind die randstidndigen Binomialkoeffizienten (g) gleich 1 und sonst jedes (Z) die

Summe seiner beiden oberen Nachbarn ('Z:}) und (";1). Numerisch ergibt sich fiir

die ersten sechs Zeilen des Pascalschen Dreiecks

Wir wollen noch eine weitere anschauliche Interpretation der Binomialkoeffizienten
erwihnen. Dazu betrachten wir im Pascalschen Dreieck von der Spitze aus abstei-
gende ,,Zickzackpfade*:
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Jeder von der Spitze aus um n Etagen herabfiihrender Zickzackpfad wird eineindeu-
tig durch eine Folge von n Anweisungen ,.links* bzw. ,rechts” festgelegt. Kommt
dabei genau k-mal die Anweisung ,,rechts™ vor, so landet der Pfad an der (Z) vor-
behaltenen Stelle. Jede solche Folge von Anweisungen entspricht nun eineindeutig
einer Teilmenge von {1, ..., n}, nimlich der Menge

{j €{l,...,n} | die j-te Anweisung lautet ,rechts*}.

Damit ist die Menge der bei (Z) landenden Zickzackpfade bijektiv auf

Formel (2.2) auch wie folgt formulieren: Man betrachte den Eintrag (Z) des Pascal-
schen Dreiecks und teile die dort landenden Zickzackpfade in diejenigen, die mit
,links™, und diejenigen, die mit ,,rechts” eintreffen, ein.

Als weitere Anwendung der Binomialkoeffizienten beweisen wir den sogenann-
ten binomischen Lehrsatz:

Satz 2.6 (Binomischer Lehrsatz). Seiena, b zwei Elemente in einem kommutativen
Ring R. Dann gilt:

k=0 k

2.5) @+b' =3 (”)d‘b"k (n=0,1.2....).

Beweis. Die linke Seite von (2.5) ist das Produkt von n identischen Faktoren F; =
F, = ... = F, = a + b. Aufgrund der Rechengesetze fiir kommutative Ringe
(Kommutativitit, Distributivitit etc.) ist (a +b)" also die Summe aller Produkte, die
durch Auswahl von jeweils einem der Terme a bzw. b aus F1, . .., F, entstehen. Ein
solches Produkt ist genau dann gleich a*b" %, wenn man aus genau k der Faktoren
F; den Term a wihlt. Die Anzahl dieser Produkte ist somit gerade

WIITCq,... n), |1|=k}|=<’;>. 0
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Insbesondere gilt dieser Satz 2.6 also fiir jeden Korper K sowie fiir den Po-
lynomring K [x] iiber K. Der Leser moge zur Ubung einen Induktionsbeweis fiir
(2.5) geben, der die Formel (2.2) verwendet.

Bemerkung 2.7. Setztmanin (2.4)a = b = 1, so erhilt man die niitzliche Identitét

s £ Q)-E0)

k=0 k=0
womit sich ein weiterer Beweis fiir Satz 2.2 ergibt.

’

I"Jbung 2.8. Man beweise durch Induktion: Sind » > 0, r > 1, und sind

ny,...,n, >0mitn; +--- 4 n, = n gegeben, so gibt es genau
n n!
2.7) = —
ni,..., N, n!...n!
disjunkte Zerlegungen einer n-Menge in eine n1-Menge, eine n-Menge, . . ., eine

n,-Menge. Man nennt die Zahlen (2.7) auch Multinomialkoeffizienten.

Ubung 2.9. Man beweise den sogenannten Multinomialsatz:

n!
n nj n
(a1 +---+a) E P n‘a1 ..o.a”
10...0,!0

Ubung 2.10. Man beweise:

a) Z(—])"(“):O n=12..),
k=0 k

v 320 = () w-o

) Z ) =L, n=0,1,...),

k=0

o) Zk(z>=n2”_l n=12..),
k=1

d) Zk2<’;) —nn+1)2""% m=23,...),
k=1
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n

(=D /n 1 1
e) =l4+-4-4+—- m=12,...),
P k k 2 n

n n d
f) (0)<~-<(n/2>>-~><n> (n gerade),
6) =< (o ") = (') = ()
<. < = >0 > (n ungerade).
0 n—1/2 n+1)/2 n

Ubung 2.11. Man beweise: Ist p eine Primzahl, so sind (. (pfl) durch p
teilbar.

S

Ubung 2.12. Sei |[N| = n, r € N sowie

Ne={r1fiN 20 Y fto =r).

keN

n+r—1 n+r—1
W= () (1)

n—1 r
n+r—1

Hinweis: ( nel ) ist die Anzahl der Moglichkeiten, unter n 4+ r — 1 in einer Reihe
aufgestellten Gegenstdnden n — 1 Stiick zu ,,Scheidewédnden™ zu ernennen.

Man beweise

Ubung 2.13. Seienn € N, by, by, ... € Zy, by + 2by + - - - = n. Man bestimme
die Anzahl derjenigen Permutationen aus S,, die genau b; Fixpunkte, genau b;
Zweierzyklen, genau b3 Dreierzyklen, ... besitzen.

3 Das Inklusions-Exklusions-Prinzip

Seien N eine Menge von n Elementen und Pi, ..., P, ,Eigenschaften” von Ele-
menten von N. Oft ist es von Interesse, herauszufinden, wieviele der Elemente von
N genau s (< r) von diesen Eigenschaften haben. Eine Methode, dies Problem
exakt zu formulieren, geht wie folgt. Sei

Ny, = {k € N | k hat die Eigenschaft P,}.

»Eigenschaften von Elementen von N sind also formal nichts anderes als Teilmen-
gen von N. Fiir jede Teilmenge M definiert man nun die Indikatorfunktion (oder
charakteristische Funktion) xp; durch

1 firkeM

k) =
MK =0 gk ¢ u.
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Unser obiges Problem besteht dann darin, die Michtigkeit der Menge

{ | 3 ) =}

o=l

zu bestimmen. Im ersten Unterabschnitt dieses Paragraphen werden wir eine
Losungsformel fiir ein etwas verallgemeinertes Problem kennenlernen, in den dar-
auf folgenden Unterabschnitten verschiedene Anwendungen.

3.1 Das Inklusions-Exklusions-Prinzip mit Gewichten

Sei |[N| = n € Nund K ein Korper. Wir wihlen eine Abbildung w: N — K und
nennen fiir jedes k € N das Element w (k) von K das Gewicht von k. Die Abbildung
w wird auch als Gewichtsfunktion bezeichnet; in vielen Anwendungen sind K = Q
und w = const = 1. Fiir M C N heif3t

w(M) = Z w(k)

keM

das Gewicht von M (unter w).

Satz 3.1. Es seien N eine n-Menge, r € N und Ny,..., N, € N. Man setze
f =xn, +- -+ xn, sowie fiir jedess =0,1,...,r

W(s) = Z w(ﬂ NQ>,

Se({]"l;""}) 0€eS

Es={k| f(k) =s}.

Eg besteht also gerade aus denjenigen Elementen k € N, die in genau s der
Teilmengen Ny, ..., N, liegen. Dann gilt fiir s =0, 1, ..., r:

_ - 1S t
3.1 w(Es) = ;:s( ) <S>W(t)
s+ 1 s T
=W(s) — s Wis+1)£---+ (=1 ¢ W(r)

Beweis. Wir denken uns die W (¢) auf der rechten Seite von (3.1) als Summen von
w-Werten ausgeschrieben und schauen nach, mit welchem Gesamtfaktor ein w (k)
darin auftritt. Ist k € E, fiir ¢t < s, so kommt k in keinem ﬂie ¢ N; mit |[S] > s vor,
also taucht w(k) in (3.1) rechts tiberhaupt nicht auf. Istk € E;, so taucht w (k) genau
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einmal bei der Bildung von W (s) auf. Damit haben wir w(Ey) schon beisammen
und miissen nur noch zeigen, daf fiir # > s und k € E; der Term w(k) rechts in
(3.1) mit dem Gesamtfaktor O auftritt. Aber dieser Term taucht bei der Bildung von
Wt + 1), ..., W(n) gar nicht auf, bei der Bildung von W (¢) genau einmal, bei
der Bildung von W (¢ — 1) genau (til)—mal, ..., bei der Bildung von W (s) genau
(é)-mal. Das ergibt rechts in (3.1) bei w (k) fiir dieses k einen Gesamtfaktor

0= ()0 ) e (0]

Nun giltfiirs <k <t

t (k)_ k!
(k) s) k|t —k)ls|(k —s)!

B 1t — 5)!
C st =9I =R —5) — (t —k))!
=()(20)
S \s/\t—k)

womit unser Gesamtfaktor die Gestalt

(O[5 (7)+r ()]

hat. Nach dem binomischen Lehrsatz 2.6 ist diese eckige Klammer aber fiir # > s
gerade (1 — 1)!* = 0, wie gewiinscht. O

Der Fall s = 0 ergibt die folgende Formel fiir das Gewicht aller Elemente,
die keine der r untersuchten Eigenschaften haben, also in keiner der r gegebenen
Teilmengen von N liegen.

Korollar 3.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1 gilt

(3.2) w(N\UNl-) —WO) - WD £+ )WE). g
i=1

Bemerkung 3.3. Spezialisiert man sich auf w = const = 1, so geht (3.2) in

=§<—1)’ > N

Se(“ ----- H) ieS

(3.3) )N NULY
i=1

(der O-te Summand hat den Wert ») iiber. Man nennt dies die Siebformel. Sie wird
u. a. Sylvester (1814 — 1897) zugeschrieben, war aber vielleicht schon den Bernoul-
lis (um 1700) bekannt.
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3.2 Zahlentheoretische Anwendungen der Siebformel

Wir wollen nun die Siebformel (3.3) verwenden, um einige einfache zahlentheore-
tische Resultate zu erhalten. Wir rekapitulieren zunéchst einige Bezeichnungen:

Lx] grofite ganze Zahl < x
(m, n) grofiter gemeinsamer Teiler von m, n € N
(m,n) =1 mund n sind relativ prim (teilerfremd)
m|n m ist Teiler von n (m,n € N)
min m ist nicht Teiler von n (m, n € N)
Satz 3.4. Seienn,r,ay,...,ar € N. Falls ay, ..., a, paarweise teilerfremd sind,

ist die Anzahl der durch keines der a; teilbaren natiirlichen Zahlen < n gleich

r

n n r n
(3.4) n—ZbJJr 2 {J}.Ji'”*(_l) L;l...a,J

i=1 ="' I<i<j<r

Beweis. Seien N = {1, ...,n}und N; = {k € N | a; | k}. Fiir jede s-Teilmenge
S von {1, ...,r} ist die Anzahl der durch alle ¢; mit i € S, also durch HieS a;
teilbaren Zahlen < n gleich Ln /(s ai)J. Nach (3.3) folgt die Behauptung. O

Die Eulersche ¢-Funktion ist durch
)=k |1 <k=<n, (k,n)=1}| (neN)

definiert.

Satz 3.5. Fiir jedes n € N gilt

1
(3.5) o(n) :n]_[<1 — E)'

pln

Beweis. Wir wihlen in Satz 3.4 ay, . . ., a, als die Aufzidhlung der Primteiler von n.

Dann wird fiir i # j
n | n
a;a; N a;a;

und die rechte Seite von (3.4) geht in einen Ausdruck iiber, den man leicht in die
rechte Seite von (3.5) umrechnet. O
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Die Mobius-Funktion ;v : N — {—1,0, 1} ist folgendermallen definiert:
1 firn =1
umn) =140 falls n durch das Quadrat einer Primzahl teilbar ist
(—=1)" falls n Produkt von r verschiedenen Primzahlen ist.

Fiir auBerordentlich weit reichende Verallgemeinerungen dieses Begriffs sowie des
folgenden Satzes verweisen wir auf Rota [1964].

Satz 3.6. Fiir jedes n € N gilt

d
(3.6) gy =n)y_ %
d|n

Beweis. Die rechte Seite von (3.6) ist gleich der rechten Seite von (3.4), wenn man
fiir ay, ..., a, eine Aufzdhlung der Teiler von n nimmt. O

Fiir jede reelle Zahl x > 0 bezeichnet man mit 7 (x) die Anzahl der Primzahlen
<Xx.

Satz 3.7. Fiir jedes n € N gilt

n
(3.7) ) —m(m ==+ Y u@|%].
dip1...pr
wobei p1, ..., pr die Primzahlen < ﬁ seien.
Beweis. Wir streichen aus der Folge 2, 3, ..., n der Reihe nach die durch pi, die

durch ps, ..., die durch p, teilbaren Zahlen. Dann sind alle Zahlen < /n ge-
strichen. Ubrig bleiben genau die Primzahlen p mit /n < p < n, denn jede
Nicht-Primzahl aus diesem Bereich hat einen Primteiler < /n. Nach (3.4) ist also

”(n)_”(ﬁ)z{"_ZFJ+ 3 LnJ

1<i<r pi I<i<j<r PiPj
n
£+ (=D {—J } -1,
Pi...Dr
was mittels der Mobius-Funktion in die rechte Seite von (3.7) iibergeht. O

Die am Anfang diese Beweises verwendete Methode wird das Sieb des Era-
tosthenes (ca. 284 —ca. 200 v. Chr.) genannt. Siebmethoden spielen in der Zahlen-
theorie auch heute eine grof3e Rolle; Interessenten seien auf Halberstam und Richert
[1974] verwiesen.
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3.3 Das Probléme des ménages

Dieses bekannte Problem lautet verbal: n Ehepaare sollen um einen runden Tisch in
bunter Reihe so gesetzt werden, daf kein Ehemann neben seine Ehefrau zu sitzen
kommt; auf wieviele Arten geht dies?

Man wird zunédchst die Damen so Platz nehmen lassen, daf3 rechts und links von
jeder Dame genau ein Stuhl frei bleibt. Hierfiir gibt es 2n! Moglichkeiten. Wir fragen
nun nach der Anzahl der Moglichkeiten, die Herren so zu setzen, daf kein Herr seine
Ehefrau zur Nachbarin hat. Das bedeutet, da$ fiir jeden Herren zwei benachbarte
freie Stiihle ,,verboten” sind. Offenbar hingt die Anzahl der Moglichkeiten, die
Herren so zu setzen, nur von n ab; wir bezeichnen sie mit U (n). Man nennt U (n)
auch die n-te Ménage-Zahl. Unsere vorlaufige Antwort auf die eingangs gestellte
Frage lautet also: 2n!U (n). Es bleibt die Aufgabe, die Ménage-Zahlen U (n) zu
bestimmen.

Lemma 3.8. Scienn,k € N, k < nund |{x1,...,x,}| = n. Man setze a(n, k) =
|A(n, k)|, wobei

A(n, k) = {M € (““'}("xn}) ’ {xj—1,x;} € M fir j =2’-~-’”}

die Menge der Moglichkeiten bezeichnet, k Elemente aus {x1, . . ., X, } so zu wihlen,
daf3 man nie zwei aufeinanderfolgende erwischt. Dann gilt

a(n, k) = (n_Z+1>.

Beweis. Man hat a(n, 1) = n = ("_}'H) und a(n,n) = 0 = ("_Z'H). Nun sei
1 < k < n. Wir zerlegen disjunkt:

A, k) =A'(n, k) UA"(n, k)
mit

A k)= (M| Me A, k), x € M},
A'(n, k) ={M | M € A(n, k), x1 & M}.

Offenbar gilt

|A'(n, k)| = a(n — 2,k — 1)
|A"(n, k)| = a(n — 1, k),
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womit wir die Rekursionsformel

am,k)y=an—2,k—1)4+an—1,k)
erhalten. Aus ihr und den obigen Anfangswerten kann man alle a(n, k) eindeutig

berechnen. Also haben wir nur mehr zu zeigen, daf} auch die Binomialkoeffizienten
(" & +1) dieser Rekursionsformel geniigen. Dies ist der Fall:

k
((n—2)—(k—l)+1)+<(n—l)—k+l>:<n—k)+<n—k):<n—k+l>.
k—1 k k—1 k k 0

Lemma 3.9. Secienn,k € N, k <nund|{x1,...,x,}| =n. Man setze b(n, k) =
|B(n, k)|, wobei B(n, k) die Menge

{M e ({xl’ ';{"x”}) b2 bz s Lt s 1) € M}

bin k) — n (n—k)
=" )

Beweis. Wir spalten B(n, k) ebenso auf wie die Menge A(n, k) im Beweis von
Lemma 3.8 und erhalten

bezeichne. Dann gilt

b(n,k)=an -3, k—1)+amn—1,k)

_((n—3)—(k—1)+1)+<(n—1)—k+1>
k—1 k
. n—k—1 n—k
‘( k-1 >+( k )
_< k +1)(n—k>_ n (n—k)
n—k k n—k\ &k O

Satz 3.10. Fiir jede natiirliche Zahl n gilt

n

(3.8) Um) =Y (=1 2n (2"1,_ i)(n—i)!

2n — i
i=0

Beweis. Wir wenden die Siebformel (3.3) an. Die Menge N ist hier die n!-elementige
Menge aller Verteilungen o der n Herren auf die n freien Stiihle. Dabei seien die
2n Stiihle der Reihe nach als 1, 17,2, 2/, ..., n, n’ numeriert und die Dame i sitze
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0.B.d.A. auf dem Stuhl i’. Wenn dann Herr j auf dem Stuhl o () platznimmt, sind
gerade sé@mtliche Permutationen o in den folgenden Teilmengen von N verboten:

Nyj1={o|oeN,o(j)=j} firj=1,...,n;
Nyj={o|oeN,o(j)=j+1} firj=1,...,n—1;
Ny, ={o|o eN, on) =1}

Danngilt U(n) = |N \ U,zi 1 Nil, und nach der Siebformel ergibt sich

2n
vm =YD > |
i=0 SE(“"‘[‘.'Z”)) ses
Wir denken uns die Zahlen 1, ..., 2n im Kreise angeordnet. Dann haben fiir je

zwei Nachbarn i, k die Mengen N; und Ny einen leeren Durchschnitt. Unter mehr
als n der i befinden sich aber immer zwei Nachbarn, weswegen der Durchschnitt
von mehr als n der Mengen N; stets leer ist. Also diirfen wir die Siebformel so

fortsetzen:
v =Y YO
i=0

Se(“"‘li’z'”) seS

’

wobei Z/ bedeutet, daB nur iiber solche S summiert wird, bei denen keine zwei
Nachbarn in der Kreisanordnung auftreten. Nach Lemma 3.9 gibt es (fiir gegebe-
nes i) genau 25'11. (Z”i_’) solche S € ({1’”1'.’2"}). Fiir jedes derartige S besteht (), ¢ N;
aus allen o, bei denen i Plazierungen von Herren vorgeschrieben sind; die anderen
n — i Herren diirfen sich setzen, wie sie wollen, wofiir es (n — i)! Moglichkeiten

gibt. Also ist
- - 2n (2n—i
Umn)=» (-1 — i)\,
(n) l;( >2n_i< ; )(n i)

wie behauptet. O

Die bemerkenswerte Formel im Satz 3.10 stammt von Touchard [1934], der hier
angegebene Beweis von Kaplansky [1943]. Mehr iiber die interessante Geschichte
des Probleme des ménages und verwandte Fragestellungen findet man bei Dutka
[1986]. Ein &dhnliches, aber wesentlich einfacheres Problem ist das sogenannte
Probleme des rencontres, das nach der Anzahl ¢; (n) der Permutationen in S, fragt,
die genau i Fixpunkte (= rencontres) haben. Hier fiihrt eine einfache Anwendung
des Inklusions-Exklusions-Prinzips schnell zum Ziel; eine andere Losung findet
man in Korollar XIII.2.7.
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Ubung 3.11. Man beweise die Formel

n—i

n! (=D
(3.9) eim) ==
k=0
und folgere daraus, daf} die Anzahl D, = ep(n) der fixpunktfreien Permutationen
(,,dérangements™) asymptotisch etwa 1/e ist, ndmlich

D, 1
(3.10) —
n! e

Wenn man also beispielsweise alle Kleidungsstiicke in einer nicht allzu kleinen
Garderobe zufillig umordnet, wird mit Wahrscheinlichkeit > % niemand mehr

seinen eigenen Mantel zuriickerhalten!

3.4 Permanenten

Bekanntlich hat man sich bei der Bildung von Determinanten mit dem Vorzeichen
von Permutationen zu plagen. Schafft man diese Plage ab, indem man die Vorzei-
chen wegliBt, so gelangt man zum Begriff der Permanenten.' Der Anschaulichkeit
halber werden wir hier stets von Permanenten reellwertiger Matrizen reden, auch
wenn man allgemeiner Matrizen iiber einem beliebigen kommutativen Ring R be-
trachten konnte.

Definition 3.12. Seien m,n € N, m < n und { die Menge aller Injektionen von
{1,...,m}in{l1,..., n}. Ist

eine (m x n)-Matrix mit Eintrdgen aus R, so nennt man

per(A) = Zalf(l) o QT (m)

ted

die Permanente der Matrix A.

' Dafiir handelt man sich allerdings ein viel schlimmeres Problem ein, da Permanenten sehr viel
schwerer zu berechnen sind; hier liegt ein sogenanntes NP-vollstindiges Problem vor, vgl. Garey und
Johnson [1979].
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Ubung 3.13. Man berechne die Determinanten und Permanenten folgender Matri-

GGG =63

Man beachte, daf sich also die Produktformel fiir Determinanten nicht auf Perma-
nenten tibertragt.

Satz 3.14. Seienm,n € N,m <n, und A = (ajx) j=1,...m, k=1,...n €ine (m x n)-
Matrix iiber R. Fiir jedes R C {1, ..., n} bedeute Ag die aus A durch Nullsetzen
aller ajx mit k € R entstehende (m x n)-Matrix. Wir bezeichnen fiir jede (m x n)-
Matrix B = (bji) j=1,...m, k=1,...n mit S(B) das Produkt der Zeilensummen von B:

.....

SBY =[] b
j=1k=1
Dann gilt
- 1
GAD  per(A)= Y S(Ag) - (" " ) Y S
|R|=n—m |R|=n—m+1
i--~+(—1>’"“<"_1) > Sp
m—1 |R|=n—1 !

Beweis. Sei A die Menge aller Abbildungen von {1, ..., m} nach {1, ..., n}. Wir
definieren w: A — R durch

w(T) =aieql) .- - Ameeny flralle T € A.
Fiir jedes j € {1, ..., n} sei
Aj={reAljér({l,...,mh}

Mit der Schreibweise aus Satz 3.1 gilt dann

W(s)= Y S(Ag).

[R|=s

wie sich der Leser iiberlegen sollte. Nun ist aber per(A) gerade die Summe aller
derjenigen w(7), fiir die 7 in genau n — m der +4; liegt. Aus Satz 3.1 folgt daher

_ . _1\t—(n—m) t
per(A) = Y (1) (n_m> > SAp).

t=n—m |R|=t
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Wegen ("_m'H) = (”_’L."Jri) (firi =0, ...,n —m) liefert dies gerade die Behaup-

n—m

tung. a
Insbesondere erhilt man fiir quadratische Matrizen die folgende Formel:

Korollar 3.15. Sei A = (a;})i, j=1,....n eine quadratische Matrix iiber R. Dann gilt

.....

n—1
(3.12) per(A) = S(A) + Y (=DF > S(Ag).

k=1 |R|=k 0

Beispiel 3.16. Man kann Korollar 3.15 verwenden, um die folgende interessante
Formel zu beweisen:

n—1
_ _1\k n A/
(3.13) n!_g( 1 <k>(n k)",

Dies folgt in der Tat unmittelbar aus (3.15), wenn man die offensichtliche Beziehung
per(J) = n! verwendet; dabei sei J die (n x n)-Matrix, deren Eintrige sdamtlich 1
sind.

Ubung 3.17. Man wende Korollar 3.15 auf die Matrix J — I an, um eine weitere
Formel fiir die in Ubung 3.11 bestimmte Anzahl D,, der fixpunktfreien Permuta-
tionen in S,, zu erhalten.

Eine beriihmte Vermutung von van der Waerden [1926] beschiftigte sich mit
den Werten von per(A) fiir die sogenannten doppelt-stochastischen Matrizen, also
(n x n)-Matrizen A mit nichtnegativen reellen Eintrégen, fiir die simtliche Zeilen-
und Spaltensummen 1 sind. Die van der Waerden-Vermutung besagt, daf in diesem
Falle stets

n!
per(A) > prs

gilt und Gleichheit nur fiir

—_
S| =

A= ......

eintritt. Diese Vermutung war Jahrzehnte lang offen und wurde schlieflich von Ego-
rychev [1981] und Falikman [1981] bewiesen. Etwas vereinfachte Darstellungen
dieses wichtigen Satzes findet man in Kap. 12 des schonen Buches von van Lint
und Wilson [2001] sowie bei Minc [1988], der auch eine immer noch lesenswerte
Monographie iiber Permanenten geschrieben hat, sieche Minc [1978].



IT Der Heiratssatz und seine Verwandten

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit einer Gruppe von Resultaten, die eine
zentrale Rolle in der Kombinatorik einnehmen und — obwohl sie sich mit recht un-
terschiedlich wirkenden Themen befassen — in dem Sinne dquivalent sind, dal man
jeden dieser Sétze ohne allzu groBen Aufwand aus jedem der anderen herleiten kann.
Hiufig bezeichnet man diesen Themenkomplex als Transversaltheorie, zumindest
dann, wenn man ihn mit dem sogenannten Heiratssatz angeht, wie wir es hier tun
werden; eine wesentlich ausfiihrlichere Darstellung der Transversaltheorie findet
sich in dem als klassisch einzustufenden Buch von Mirsky [1971a]. Alternativ zu
dem hier und bei Mirsky verfolgten Ansatz kann man die Transversaltheorie auch
aus der Theorie der Netzwerkfliisse aufbauen, was zumindest vom algorithmischen
Standpunkt gesehen (wenn man also die von uns diskutierten Objekte konkret und
effizient bestimmen mochte) beachtliche Vorteile hat; dieser Aufbau ist vom zwei-
ten Verfasser in einem Ubersichtsartikel (siehe Jungnickel [1986]) skizziert und in
seiner Monographie tiber Graphen, Netzwerke und Algorithmen (siehe Jungnickel
[1994]) néher ausgefiihrt worden.

1 Der Heiratssatz

Der 1935 von Philip Hall bewiesene Heiratssatz ist ein Satz iliber gewisse injekti-
ve Zuordnungen, die man als Verheiratungen interpretieren kann; im selben Jahr
bewies Maak [1935] einen gleich starken Satz. Spiter stellte sich heraus, dafl der
Heiratssatz implizit bereits in einem beinahe zwanzig Jahre frither bewiesenen Er-
gebnis von Konig [1916] enthalten war. Die Bezeichnung ,,Heiratssatz* und die
entsprechende Interpretation stammen von Weyl [1949], der von uns wiedergege-
bene Beweis von Halmos und Vaughan [1950] (vgl. auch Maak [1950]).

Beim Heiratssatz hat man es mit folgender Situation zu tun. Gegeben sind zwei
endliche Mengen D (die Menge der ,,Damen”) und H (die Menge der ,Herren*).
Ist jedem d € D eine Teilmenge F(d) von H zugeordnet, so sagt man, es sei ein
Befreundungssystem F gegeben; man interpretiert F'(d) als Menge der Freunde der
Dame d. Mathematisch ist ein Befreundungssystem nichts weiter als eine Abbil-
dung f: D — 2%, also eine Mengenfamilie. Injektive Abbildungen 4: D — H
werden in unserem Kontext auch Heiraten genannt (in der Literatur meist als
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Reprdsentantensysteme bezeichnet): Man stellt sich vor, daf3 die Dame d den Herrn
h(d) heiratet; die Injektivitét ist dann als Monogamie zu interpretieren. Man sagt,
die Heirat h: D — H sei mit dem Befreundungssystem f: D — 29 vertriglich,
wenn jede Dame einen ihrer Freunde heiratet, wenn also stets 2(d) € F(d) gilt. Man
sagt weiter, die Befreundung F erfiille die Bedingung (P) (,,Party-Bedingung*, in
der Literatur meist als Hallsche Bedingung bezeichnet), wenn auf keiner von eini-
gen Damen mit allen ihren Freunden veranstalteten Party Herrenmangel herrscht,
d. h. wenn

P) ‘ U F(d)‘ > |Dy| fiiralle Dy € D
de Dy

gilt. Es gilt nun der folgende Satz von Philip Hall [1935]:

Satz 1.1 (Heiratssatz). Seien D, H endliche Mengen. Dann sind fiir jedes Befreun-
dungssystem f: D — 2 die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1.  Es gibt mindestens eine mit F vertrdgliche Heirat.
2. Es gilt die Bedingung (P).

Beweis. 1. = 2. Sei h eine mit f: D — 2 vertriigliche Heirat. Dann folgt fiir
jedes Do € D

| U p@|z| U th@n| = 1pol;

de Dy deDy

das Gleichheitszeichen folgt dabei aus der Injektivitit von &, und das > aus der
Vertriglichkeit von 4 mit F. Also gilt die Bedingung (P).

2. = 1. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach der Anzahl | D| der Damen.
Fir |[D| = 1,etwa D = {d}, ist |FF(d)| > |d| = 1 laut Bedingung (P), also kann
man durch Wahl eines beliebigen z € F(d) und die Festsetzung h(d) = z eine mit
F vertrigliche Heirat & definieren. Sei nun |D| > 2, und die Implikation ,,2. = 1.
sei bereits in allen Fillen mit weniger als | D| Damen bewiesen. Ferner sei F ein
die Bedingung (P) erfiillendes Befreundungssystem.

Fall I. Die Bedingung (P) ist in folgenden Sinne iibererfiillt:

(%) ‘ U F(d)‘ > |Do|+ 1 fiiralle Dy € D mit Dy # @, D.
de Dy

Dann wihlen wir dy € D beliebig und wihlen irgendein iy € F(dp). Das geht
wegen | F(dp)| > 2 (einem Spezialfall von (x)) sogar auf mindestens zwei Arten.
Wir stellen uns vor, wir hdtten Dame dy mit Herrn 4 bereits verheiratet und stiinden



II.1 Der Heiratssatz 25

nun vor der Aufgabe, die verbliebenen Damen mit Freunden # k¢ zu verheiraten.
Hierzu wenden wir die Induktionsannahme auf D’ = Dy \ {do}, H' = H \ {ho},
F'(d) = F(d) N H’ an. Das geht, weil das Befreundungssystem F': D' — 2’
tatsichlich die Bedingung (P) erfiillt: Fiir Dy € D’ mit D, # ¥ gilt nach (%)

U F@|=U Fa] |z | | Fao|-1

deD) deDy deD)
> Dol + 1 —1=|Dy.
Also gibt es eine mit F’ vertrégliche Heirat A": D’ — H’. Durch

ho fird = dp
h(d) =
h'(d) fiird # dp
entsteht nun eine mit F vertrigliche Heirath : D — H.

Fall I1. Es gibt ein Dg € D mit Do # @, D und

| U F@| =1l

de Dy

Natiirlich konnen wir wegen |Dg| < |D]| die Induktionsannahme auf Dy,
Hy = U den, F (d) und die Einschrinkung Fy von F auf Dy anwenden, denn
die Bedingung (P) ist fiir Fy erfiillt, weil sie fiir F gilt. Wir erhalten eine mit Fy
vertragliche Heirat hg: Dy — Hp. Nun bilden wir D; = D \ Dy, Hi = H \ Hyp
sowie F1(d) = F(d)\ Hy fird € D;. Wirkonnen wegen | D1| < | D| auch hier die
Induktionsannahme anwenden, wenn es uns gelingt, auch fiir 77 die Bedingung (P)
nachzuweisen. Angenommen, (P) ist fiir 7 nicht erfiillt. Dann gibtes ein D, € D,
mit D> # ¢ und | UdeD2 Fl(d)| < |D3|. Dann aber bilden wir D* = Dy U D,

und finden
‘ U F(d)‘ | Fau | F(d)‘
deD* de Dy deD;
_ HOU[ U F(d)\HO](
deD;
= HoU |J [F@)\ Hol
deD;
= 1Hl+| | F@|
deD;

< |Dol + |D2| = |D*|,
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d. h. die Bedingung (P) wire fiir F: D — 2 verletzt, ein Widerspruch. Also
funktioniert unser Plan, und es ergibt sich eine mit F;: D; — 2H vertridgliche
Heirat 4 : Dy — Hj. Durch
ho(d) fird € Dg
h(d) =
hi(d) fird e D,

ist dann eine mit F vertrigliche Heirat h: D — H gegeben. O

Ubung 1.2. Man verschirfe den Heiratssatz wie folgt: Gilt fiir ein Befreundungs-
system F: D — 2 die Party-Bedingung (P) sowie

|F(d)|>r > 0 firalled € D,

so gibt es
(1) im Falle r < |D| mindestens r!
(2) im Falle r > |D| mindestens r!/(r — | D|)!

verschiedene mit F vertrigliche Heiraten.

I"Jbung 1.3 (Haremssatz, Halmos und Vaughan [1950]). Man beweise: Sei
F:D— 2%
ein Befreundungssystem mit

(nP) | U F@|znipy| fiiralle Dy € D.
deDy

Dann gibt es mindestens eine Abbildung #: D — 2 mit folgenden Eigenschaften:
() d#d = h(d)Nh(d") =0;

2) |h(d)| =nfiralled € D,

(3) h(d) C F(d) firalled € D.

Hinweis: Man ver-n-fache jede Dame.

Ubung 1.4 (Miller [1910]). Man zeige: Ist G eine endliche Gruppe und U eine
Untergruppe von G, so besitzen die linken und rechten Nebenklassen von G nach
U ein gemeinsames Reprisentantensystem.

Hinweis: Man interpretiere die linken Nebenklassen als ,,Damen, die rechten als
,Herren und spreche von Freundschaft, wenn Dame und Herr sich schneiden.
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Ubung 1.5 (van der Waerden [1927b]). Sei €2 eine nichtleere, nicht notwendig end-
liche Menge. Ferner sei 7 < 2% g0 beschaffen, da es Uy, ..., U, € T mit
Q = U; U---U U, gibt (man denke etwa an offene Uberdeckungen eines Kom-
paktums). Man setze

N =min{n |esgibt Uy, ..., U, € T mitU; U---UU, = Q}

und nenne U € § minimal, wenn | Jycqy U = Q und |U| = N gilt. Man zei-
ge: Sind U,V € T minimal, so gibt es Durchzéhlungen U = {Uy, ..., Un},
V=A{V,...,VylmitUy NV £0,..., Uy N Vy £ @.

Hinweis: Man nenne U € U und V € 'V befreundet, wenn U NV # @ ist.

I"Jbung 1.6 (Konig [1916]). Sei M = (m ji) j k=1,...» €ine reellwertige Matrix mit
nichtnegativen Eintréigen sowie Zeilen- und Spaltensummen 1, also:

n n
k=1 i=1

Bekanntlich heiit M dann eine doppelt-stochastische Matrix. Man zeige die Exi-
stenz einer Permutation T € §,, mit

mjoy >0 firj=1,...,n;

die Zellen (1, (1)), ..., (n, T(n)) bilden also eine positive Diagonale fiir M.

Hinweis: Man setze D = {1, ..., n} = H,nenne j und k befreundet, falls m jz > 0
ist, und wende den Heiratssatz auf diese Situation an.

Mit Hilfe des obigen Ergebnisses beweist man dann leicht den bekannten Satz
von Birkhoff [1946], daB die Permutationsmatrizen (also die quadratischen Ma-
trizen mit Eintrigen O und 1, die in jeder Zeile und Spalte genau einen Eintrag 1
enthalten) die Extremalpunkte der (konvexen) Menge der doppeltstochastischen
Matrizen sind. Insbesondere erhélt man noch das folgende wichtige Ergebnis:

Korollar 1.7 (Lemma von Konig). A sei eine quadratische Matrix mit Eintrdgen 0
und 1, fiir die alle Zeilen- und Spaltensummen gleich k sind. Dann ist A die Summe
von k Permutationsmatrizen. O

2 Zum Heiratssatz verwandte Siitze

Der Heiratssatz ist ein tiefes und reizvolles mathematisches Resultat. Es ist aber
zugleich — wie bereits einleitend erwéhnt — nur eine von mehreren Varianten eines
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Grundgedankens, der die heute Transversaltheorie genannte umfassendere mathe-
matische Theorie beherrscht: Unter gewissen Bedingungen lassen sich zwei Ge-
gensitze vereinen (vgl. Harper und Rota [1971] sowie die Monographie von Mir-
sky [1971a]). In diesem Abschnitt wollen wir einen Teil der weiteren Varianten
dieses Gedankens kennenlernen, nidmlich die Sitze von Konig [1916] und Dil-
worth [1950]. Wir zeigen zunéchst, dal der Heiratssatz, der Satz von Konig und
der Satz von Dilworth dquivalente Aussagen sind, indem wir jeden dieser Sitze
aus den jeweils anderen beiden Sitzen herleiten. Im nidchsten Abschnitt bewei-
sen wir dann das Schnitt-FluB-Theorem von Ford und Fulkerson [1956] und leiten
den Heiratssatz auch aus diesem Satz her. SchlieBlich beweisen wir noch mit dem
Satz von Menger [1927] eines der bekanntesten Resultate der Graphentheorie. Aus
innermathematischen Griinden wire es iiberdies von Interesse, den Heiratssatz auf
unendliche Mengen von Damen und Herren auszudehnen; wir wollen aber hier dar-
auf verzichten und verweisen den interessierten Leser beispielsweise auf Mirsky
[1971a].

2.1 Die Sitze von Konig und Dilworth

Der erste Satz, den wir zum Heiratssatz in Beziehung setzen wollen, ist ein graphen-
theoretischer Satz von Konig [1916]. Der ungarische Mathematiker Denes Konig
(1884-1944) hat 1936 die erste Monographie iiber Graphentheorie publiziert. Wir
werden zeigen, dal} sein Satz zum Heiratssatz dquivalent ist; wenn man so will, hat
also Konig 1916 bereits ein Aquivalent des erst 1935 von Philip Hall bewiesenen
Heiratssatzes zutage gefordert.

Um den Satz von Ko6nig zu formulieren, stellen wir zunichst das benétigte
Minimum an Begriffen aus der Graphentheorie zusammen. Ein Graph G ist ein
Paar G = (V, E) aus einer (bei uns stets endlichen) nichtleeren Menge V und
einer Menge E C (‘2/) Die Elemente von V heifien Punkte (oder auch Knoten bzw.
Ecke), die von E Kanten.! Fiir eine Kante ¢ = {a, b} heifen a und b die Endpunkte
von e; man sagt, da} a und b mit e inzident sowie da} a und b adjazent sind; wir
schreiben auch kurz e = ab oder a < b. In diesem Unterabschnitt betrachten wir
nur eine spezielle Klasse von Graphen, die bipartiten Graphen. Diese zeichnen sich
dadurch aus, daB es eine Zerlegung der Punktemenge V = S U T gibt, fiir die alle
Kanten einen Endpunkt in S und den anderen Endpunkt in 7' haben; es verlaufen
also keinerlei Kanten innerhalb von S bzw. T'. Wir schreiben bipartite Graphen kurz
inder Form G = (SU T, E).

Wir benotigen noch zwei weitere Begriffe. Eine iiberdeckende Punktemenge
eines Graphen G = (V, E) ist eine Teilmenge W von V/, fiir die jede Kante von

I Die Wahl der Symbole V und E erklirt sich aus den entsprechenden englischen Bezeichnungen
fiir Punkte und Kanten, nédmlich ,,vertex bzw. ,.edge”.
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G mit mindestens einem Punkt in W inzident ist; die minimale Méchtigkeit einer
iiberdeckenden Punktemenge von G wird mit 8(G) bezeichnet. Ein Matching? in
G ist eine Teilmenge M C E, fiir die keine zwei Kanten in M einen gemeinsa-
men Endpunkt haben; die maximale Michtigkeit eines Matchings wird mit o’ (G)
bezeichnet. Matchings mit dieser Méchtigkeit nennt man maximale Matchings.

Der Satz von Konig [1916] lautet nun

Satz 2.1 (Satz von Konig). Sei G = (S uT, E) ein bipartiter Graph. Dann ist die
maximale Mdchtigkeit eines Matchings von G gleich der minimalen Mdchtigkeit
einer iiberdeckenden Punktemenge:

2.1 o' (G) = B(G).

Ein weiterer Satz, der sich als dquivalent zum Heiratssatz erweisen wird, wur-
de 1950 von R. P. Dilworth publiziert; es handelt sich hierbei um eine Aussage
iiber partiell geordnete Mengen. Wir erinnern kurz an einige Grundbegriffe aus der
Theorie der partiellen Ordnungen.

Sei X eine nichtleere Menge. Teilmengen R von X x X heillen bekanntlich
auch Relationen in X. Wir wollen hier statt R auch < und statt (x, y) € R auch
x < y schreiben. Eine Relation < in X heilt eine partielle Ordnung auf X, wenn
sie folgende drei Eigenschaften besitzt:

(a) <Xistreflexivi x € X =— x < x;
(b) =< istantisymmetrisch: x,y € X, x <y, y<x = x =1Y;
(c) Xisttransitiv: x,y,z€ X, x <y, y <z = x <z

Bekannte Beispiele sind — neben der gewohnlichen Kleinergleich-Relation <
etwa auf den reellen Zahlen — beispielsweise die Teilmengenbeziehung C auf der
Potenzmenge einer Menge oder auch die Teilerrelation | auf N.

Ist < eine partielle Ordnung auf der Menge X, so heifit das Paar (X, <) auch
eine partiell geordnete Menge. Eine Menge K C X heif}t eine Kette fiir (X, <),
wenn fiir alle x, y € K mindestens eine der beiden Ungleichungen x < y bzw.
y < x erfiillt ist; die minimale Anzahl von Ketten, in die man X zerlegen kann,
wird mit A(X, <) bezeichnet. Eine Menge A C X heil3t eine Antikette fiir (X, <),
wenn keine zwei Elemente von A vergleichbar sind, d. h., wenn fiir x, y € A mit
x # y weder x < ynoch y < x gilt; die maximale Méchtigkeit einer Antikette fiir
(X, <) wird mit (X, <) bezeichnet.

Der Satz von Dilworth [1950] lautet nun

2 Die englische Bezeichnung ,Matching™ hat sich inzwischen auch im Deutschen weitgehend ein-
gebiirgert. Alternative Terme wie ,,Korrespondenz* (siehe Jungnickel [1994]) oder ,.Lattenzaun® (in der
ersten Auflage dieses Buches) konnten sich nicht durchsetzen.
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Satz 2.2 (Satz von Dilworth). Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Dann ist
die maximale Mdchtigkeit einer Antikette fiir (X, <) gleich der Minimalzahl von
Ketten, in die X zerlegt werden kann:

2.2) a(X, x) = AX, ).

Wir haben die Sitze von Konig und Dilworth damit formuliert, aber natiirlich
noch nicht bewiesen. Im néchsten Unterabschnitt beweisen wir die Aquivalenzen

Heiratssatz <> Satz von Konig <= Satz von Dilworth;

da wir den Heiratssatz bereits bewiesen haben, werden damit auch die Sitze von
Konig und Dilworth bewiesen sein.

2.2 Die Aquivalenz des Heiratssatzes mit den Siitzen von Konig und
Dilworth

a) Aus dem Heiratssatz folgt der Satz von Konig

Wir setzen also den Heiratssatz als richtig voraus und legen nun die Situation des
Satzes von Konig zugrunde. Sei also G = (S U T, E) ein bipartiter Graph. Ist
M C E ein Matching und W € V = S UT eine iliberdeckende Punktemenge
fir G, so ist {W N {s,t} | st € M} ein disjunktes System von |M| nichtleeren
Teilmengen von W. Es folgt [M| < |W|, also

(2.3) a'(G) < B(G).

Um die umgekehrte Ungleichung > zu gewinnen, wihlen wir eine iiberdeckende
Punktemenge W fiir (G) mit |W| = B8(G) und setzen

D=WwnS, H=T,
F(s)={teT|stcE, t¢W)} firseD.

Wir zeigen nun, dal3 fiir Dg € D mit Dy # 0 stets ‘ UxeDo F(s)‘ > | Do| gilt, also

die Partybedingung (P). Angenommen, das wire falsch, d. h., es gibt ein Dy mit
’USGDO F(s)\ < |Dg|. Dann setzen wir

sz(D\DMU[LJF@ﬂU(WOT)
se D()

Man stellt sofort fest, daB auch W’ eine iiberdeckende Punktemenge ist: Jede Kante
stmits € WNShatt € WNT;und jedes st € Emits € WNSerfiillts € D\ Dy,
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t € WNTodert € F(s) fiirein s € Dy. Nun gilt aber aufgrund unserer Annahme

W=D\ Dol +| | Fe&|+1WnTl
seDy

<Dl =1Do| + |Do| + W NT]
=|D|+|WNT|=|WNS|+|WNT|=|W|,

im Widerspruch zur Minimalitidt von |W|. Somit ist die Partybedingung (P) in der
Tat erfiillt und daher gibt es nach dem Heiratssatz eine Injektion 2: WNS — T
mit h(s) € T\ W und {s, h(s)} € E firalles € WN S.

Eine vollig analoge Betrachtung liefert eine Injektion i: W N'T — S mit
i(t)y e S\ Wund {r,i(¢)} € E firallet € W N T. Offenbar ist dann

{{s,h()} s e WNSFU{G@), 1} [t e WNT}
ein Matching fiir (G), das aus |W| Kanten besteht. Also gilt in (2.3) Gleichheit. O

b) Aus dem Satz von Konig folgt der Heiratssatz

Wir setzen jetzt den Satz von Konig als richtig voraus und legen die Situation des
Heiratssatzes zugrunde. Seien also D, H endliche nichtleere Mengen und jedem
d € D eine Menge F(d) C H so zugeordnet, daf | UdeDO F(d)| > | Dy| fiir alle
Do € D gilt. Wir konnen dabei D und H als disjunkt voraussetzen. Wir setzen

E={dh|de D, he F(d)}

und haben damit einen bipartiten Graphen G = (D U H, E) vor uns. Wir zeigen
zunichst

(2.4) B(G) = |D|.
Dabei gilt <, weil D trivialerweise eine iiberdeckende Punktemenge ist. Sei nun
W C D U H eine iiberdeckende Punktemenge sowie Dy := D \ (W N D). Dann

gilt F(d) € W N H fiir jedes d € Dy, weil fiir h € F(d) \ (W N H) die Kante dh
die iiberdeckende Punktemenge W nicht treffen wiirde, ein Widerspruch. Es folgt

IDI=1WnDl =Dl = | |J F@)|=1wnHl
de Dy
also |[D| < |WND|+|WnN H| = |W|. Somit gilt (2.4).

Nach dem Satz von Konig gibt es nun ein Matching M fiir G mit |M| = |D];
somit gibt es zu jedem d € D genau ein h = h(d) € H mit dh € M, also
h € F(d). Weil M ein Matching ist, ist die Abbildung 4 : D — H injektiv. Damit
ist der nichttriviale Teil 2) = 1) des Heiratssatzes bewiesen. O
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¢) Aus dem Satz von Dilworth folgt der Satz von Konig

Wir setzen den Satz von Dilworth als richtig voraus und legen die Situation des
Satzes von Konig zugrunde. Sei also G = (S U T, E) ein bipartiter Graph. Wir
setzen X = S U T sowie

< ={(s,5)|seStU{E, 1) |teT}U{(s,1)]|stekE}

und erhalten eine partiell geordnete Menge (X, <).Ist W € SUT eine iiberdecken-
de Punktemenge fiir G, so ist X \ W eine Antikette fiir (X, <), und umgekehrt.
Daraus ergibt sich mit dem Satz von Dilworth

B(G) =S|+ IT| —a(X,2) =S|+ IT| — A(X, X).

Wegen A(X, <) = |S| 4+ |T| — B(G) existiert also eine Zerlegung von X = SUT
in |S|4|T| — B(G) paarweise disjunkte Ketten. Offenbar gibt es in (X, <) nur ein-
und zweielementige Ketten; es mogen etwa z; eingliedrige und z, zweigliedrige
Ketten in unserer Zerlegung vorkommen. Somit gilt

21+ 22 =S|+ IT| - B(G) sowie zi+2z=IS|+|T],

also zo = B(G). Die zweigliedrigen Ketten liefern nun gerade ein Matching M
fiir G, das aus B(G) Kanten besteht. Das beweist bereits den nichttrivialen Teil
a’(G) > B(G) des Satzes von Konig. O

d) Aus dem Satz von Konig folgt der Satz von Dilworth

Wir setzen nun den Satz von Konig als richtig voraus und legen die Situation des
Satzes von Dilworth zugrunde. Sei also (X, <) eine endliche partiell geordnete
Menge. Eine Antikette kann mit einer Kette hochstens ein Element gemeinsam
haben, weshalb

a(X, %) = A(X, 3)

gilt. Wir miissen also nur noch die umgekehrte Ungleichung nachweisen. Als erstes
beschaffen wir uns dafiir ein zu X disjunktes zweites Exemplar X’ von X, d. h. eine
zu X gleichméchtige Menge X’ mit X N X’ = ¢ und eine Bijektion 7 : X — X’;
wir schreiben der Einfachheit halber x’ statt 7w (x). Nun setzen wir

E={xy |x,yeX, x <y}

und erhalten einen bipartiten Graphen G = (X UX', E).
Wir zeigen zunichst, dafl jedes Matching M der Michtigkeit k von G zur
Konstruktion einer Zerlegung von X in n — k Ketten verwendet werden kann,
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wobei n = |X]| ist. Es sei also {viwl’. : i = 1,...,k} ein Matching von G.
Dann gilt vi < wy,..., v < wi in X, wobei die Elemente vy, ..., vy bzw.
wi, ..., wy jeweils paarweise verschieden sind. Dagegen ist v; = w; mdglich;
in diesem Fall konnen wir die Ketten v; < w; und v; < w; zu der lidngeren Kette
v; < w; = v; < w; zusammensetzen. Indem man so fortfihrt (also jeweils Ketten
mit tibereinstimmendem Minimum bzw. Maximum zusammensetzt), erhilt man
schlieBlich etwa c Ketten, deren Punktemengen paarweise disjunkt sind; diese Ket-
ten mogen die Léngen x1, .. ., x. haben, wobeidannk = (x; — 1)+ -+ (x, — 1)
gilt. Die iibrigen n — (x; + - - - + x.) Elemente von X teilen wir in (triviale) Ketten
der Linge 1 ein. Insgesamt ergibt sich auf diese Weise eine Zerlegung von X in
n—(x;+---+x:)+c=n—kKetten.

Insbesondere konnen wir fiir M ein maximales Matching von G wihlen, also
k = o/(G). Nach dem Satz von Kénig gilt @’ (G) = B(G); also kann X inn — 8(G)
Ketten zerlegt werden. Wir miissen nun nur noch 8(G) in der partiell geordneten
Menge (X, <) interpretieren. Offenbar induziert jede iiberdeckende Punktemenge
W von G eine iiberdeckende Teilmenge C C X mit |C| < |W|, d. h., C enthilt
fiir jede Kette x < y der Lange 2 mindestens eines der beiden Elemente x, y. Es
ist nun unmittelbar klar, daB die iiberdeckenden Teilmengen von (X, <) genau die
Komplemente der Antiketten sind. Damit erhalten wir sofort die Abschétzung

a(X, X) =n —min{|C| | C tiberdeckende Teilmenge von (X, <)}
> n — min{|W| | W tiberdeckende Teilmenge von G}

=n—B(G)

und damit, wie behauptet, A(X, <) <n — B(G) < a(X, ). O

Der vorstehende Beweis des Satzes von Dilworth geht auf Fulkerson [1956]
zuriick. Damit ist unsere Untersuchung der Zusammenhinge zwischen dem Hei-
ratssatz und den Sétzen von Hall bzw. Konig abgeschlossen.

2.3 Verwandte Ergebnisse

In diesem Abschnitt wollen wir noch einige verwandte Ergebnisse vorstellen, ins-
besondere weitere kombinatorische Resultate tiber partiell geordnete Mengen. Wir
stellen zunichst direkte Beweise fiir die Sitze von Konig und Dilworth vor, die
Rizzi [2000] bzw. Harper und Rota [1971] folgen. Danach beweisen wir dann ein
beriihmtes Resultat von Sperner [1928a], das die maximalen Antiketten fiir die
beziiglich der Inklusion partiell geordnete Potenzmenge einer Menge bestimmit.
AuBerdem geben wir noch einige weitere interessante Ergebnisse als Ubungen an.
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a) Ein direkter Beweis des Satzes von Konig

Wir geben als erstes den kurzen und eleganten Beweis fiir den nichttrivialen Teil
a'(G) > B(G) des Satzes von Konig an, der kiirzlich von Rizzi [2000] gefun-
den wurde. Wir beginnen dazu mit einigen weiteren Standardbegriffen aus der
Graphentheorie, die wir auch noch spiter mehrfach bendtigen werden. Es sei
(e1, ..., ey) eine Folge von Kanten eines Graphen G. Wenn es Punkte v, ..., v,
mit ¢; = {v;_1, v;} fiiri = 1, ..., n gibt, heiBit die Folge ein Kantenzug; im Fall
vg = v, spricht man von einem geschlossenen Kantenzug. Wenn die e; paarweise
verschieden sind, liegt ein Weg bzw. im geschlossenen Fall ein Kreis vor. Falls auch
die v; paarweise verschieden sind, heilt der Weg ein einfacher Weg. Ein Kreis, fiir
den die v; paarweise verschieden sind (natiirlich abgesehen von vy = v;) und fiir
den somit n > 3 gilt, ist ein einfacher Kreis. In jedem dieser Fille verwenden wir
auch die Schreibweise

W:vlv2vy— —v_ 2o,

und nennen n die Lédnge von W. Die Punkte vg und v, heillen der Anfangspunkt
bzw. der Endpunkt von W. Zwei Punkte a und b heilen verbindbar, wenn es
einen Kantenzug mit Anfangspunkt @ und Endpunkt b gibt. Wenn je zwei Punkte
von G verbindbar sind, heilt G zusammenhdngend. Fiir jeden Punkt a sehen wir
(a) als trivialen Kantenzug (der Linge 0) an; jeder Punkt ist also auch mit sich
selbst verbindbar. Die Verbindbarkeit ist offenbar eine Aquivalenzrelation auf der
Punktemenge V von G; die Aquivalenzklassen dieser Relation heifen die Zusam-
menhangskomponenten von G; somit ist G genau dann zusammenhéngend, wenn
ganz V eine Zusammenhangskomponente ist. Weiterhin ist der Grad deg v eines
Punktes v als die Anzahl der zu v adjazenten Punkte erklért. Ein Graph G heif3it
r-reguldr, falls alle Punkte denselben Grad r haben. SchlieBlich bezeichnet man
mit G \ v den Graphen, den man erhélt, wenn man aus G den Punkt v und alle
mit ihm inzidenten Kanten entfernt; dhnlich ist G \ e fiir eine Kante e als derjenige
Graph definiert, der aus G durch Weglassen von e entsteht.

Wir verwenden nun ein sehr niitzliches Beweisprinzip in der Diskreten Mathe-
matik, die ,,Methode des kleinsten Verbrechers*“. Man nimmt dabei an, daf} die zu
beweisende Aussage falsch wire und betrachtet ein minimales Gegenbeispiel. Fiir
alle kleineren Objekte derselben Art (wie etwa Unterstrukturen oder homomorphe
Bilder) gilt dann die zu beweisende Aussage, und man benutzt diese Tatsache, um
auch fiir das hypothetische Gegenbeispiel die Behauptung nachzuweisen, weswe-
gen diese dann allgemein giiltig sein muf.

In unserem Fall sei also G = (S U T, E) ein bipartiter Graph mit der kleinst-
moglichen Punktezahl, etwa n, fiirden o’ (G) < B(G) gelte; weiter sei G unter allen
moglichen Gegenbeispielen auf n Punkten auch noch beziiglich seiner Kantenan-
zahl minimal gewahlt. Man iiberzeugt sich leicht davon, dal G zusammenhéngend



II.2 Zum Heiratssatz verwandte Sitze 35

sein muf} und weder ein einfacher Kreis noch ein einfacher Weg sein kann, da bi-
partite Graphen dieser Art offenbar den Satz von Konig erfiillen. Daher gibtes in G
mindestens einen Punkt vom Grad > 3; wir wihlen einen derartigen Punkt u und
einen zu ihm adjazenten Punkt v und betrachten den Graphen G \ v. Wegen der Mi-
nimalitiit von G erfiillt G \ v den Satz von Konig, es gilt also o’ (G \ v) = B(G \ v).
Falls nun o/ (G \ v) < &’(G) sein sollte, fiigen wir v zu einer iiberdeckenden Punk-
temenge W der Méchtigkeit o’ (G \ v) von G \ v hinzu und erhalten den Widerspruch
B(G) < (G\v)+1 < d(G). Also gilt &/ (G \ v) = o'(G), weswegen es ein
maximales Matching M von G gibt, fiir welches keine Kante mit v inzident ist. Wir
wihlen nun eine nicht in M enthaltene Kante e, die mit u, aber nicht mit v inzident
ist, was wegen degu > 3 moglich ist. Wegen der Minimalitidt von G erfiillt auch
G\ e den Satz von Kénig, womit wir &’ (G) = /(G \ e) = B(G \ e) erhalten. Es sei
nun W’ eine iiberdeckende Punktemenge von G \ e der Méchtigkeit o’ (G); da keine
Kante von M mit v inzident ist, kann W’ den Punkt v nicht enthalten. Folglich muf}
W’ den Punkt u enthalten und ist daher sogar eine iiberdeckende Punktemenge fiir
G, womit G doch den Satz von Konig erfiillt und wir den erwiinschten Widerspruch
gefunden haben.

Ubung 2.3. Ein Matching M in einem Graphen G = (V, E) heiBt ein 1-Faktor
von G, wenn jeder Punkt auf einer Kante in M liegt. Man zeige, daB} jeder regulére
bipartite Graph einen 1-Faktor und daher mit Induktion auch eine 1-Faktorisierung,
also eine Zerlegung von E in 1-Faktoren, besitzt. Man sagt auch, daB} die bipartiten
Graphen faktorisierbar sind.

Hinweis: Das folgt aus dem Heiratssatz und stellt im wesentlichen nur eine Uber-
setzung von Ubung 1.6 bzw. Korollar 1.7 in graphentheoretische Sprechweise dar.

Wir werden spiter — mit einer ganz anderen Methode — zeigen, dafl auch die
vollstindigen Graphen K», fiir alle n € N faktoriserbar sind, siche Ubung X.2.18;
dabei ist Kj, der Graph auf 2n Punkten, fiir den je zwei Punkte adjazent sind.

b) Ein direkter Beweis des Satzes von Dilworth

Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Fiir den Nachweis der nichttrivialen
Ungleichung

a(X,2) = AX, )
verwenden wir Induktion nach | X|. Der Fall | X| = 1 ist dabei klar. Sei nun | X| > 1

und die Aussage des Satzes von Dilworth stimme fiir alle partiell geordneten Men-
gen (X', <) mit | X’| < |X|. Wir bilden nun zunichst die Menge X der minimalen
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sowie die Menge X der maximalen Elemente von X:

X={xeX| y<xx=y=ux firalley € X}
X={(xeX|x=<y=x=y firalley € X}.

Ein triviales Ab- bzw. Aufstiegsverfahren zeigt: Jedes Element von X besitzt eine
Minorante in X und eine Majorante in X; insbesondere sind X und X nicht leer.
Fiir den weiteren Beweisgang unterscheiden wir zwei Fille.

Fall I. Es gibt eine Antikette A mit |A| = «(X, X) =: «, die weder X noch X
enthélt. Wir definieren A als die Menge aller Elemente aus X, die eine Majorante
in A haben, und A als die Menge aller Elemente mit Minorante in A:

={x e X | esgibteina € A mitx < a}

ERES

={xe X | esgibteina € A mita < x}.

Dann gilt:

1) AU A = X.Denn gibe es ein x, das weder eine Minorante noch eine Majorante
in A besitzt, so wire AU{x} eine Antikette und man hitte | AU{x}| = |A|+1 >
o, ein Widerspruch.

2) AN A = A. Denn hat ein x € X sowohl eine Minorante a als auch eine
Majorante b in A, soista < x < b, alsoa < b. Weil A eine Antikette ist, folgt
a=b>b,alsox =a € A.

Weiterhin gilt X # Aund X # A , da die nach Voraussetzung nichtleeren Men-
gen X\ Aund X \Azu Abzw. A disjunkt sind. Wir bezeichnen die Einschriinkungen
von < auf 4 und A ebenfalls mit < und sehen uns die partiell geordneten Mengen
(A, <) und (A <) an. Wegen |A4], |A| < | X| konnen wir die Induktionsannahme
anwenden. Da (X, <) bei Verkleinerung von X allenfalls sinkt, A und A aber
beide die Antikette A enthalten, folgt

A(A, <) =a(A, <) =a =a(A, <) = A(A, <).

Es gibt also eine Zerlegung von Aina Ketten K, ..., K, und eine Zerlegung von
Ain o Ketten K L -- Ka Es ist klar, daB jede Kette K 1hr oberes Ende und jede

Kette Kj ihr unteres Ende in A hat. Verschiedene K. haben verschiedene untere
Enden, weil sie disjunkt sind, weswegen jedes Element von A als unteres Ende einer
Kette K ; auftreten muB; entsprechendes gilt fiir die K IE Nun brauchen wir nur die
Elemente von A als ,,Druckknopfe zu verwenden, um die Ketten eineindeutig zu
verbinden. Es entsteht eine Zerlegung von X in o Ketten, und o (X, <) = A(X, <)
ist bewiesen.
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Fall 11. Firr jede Antikette A € X von maximaler Michtigkeit gilt A © X oder
A D X. In diesem Fall wihlen wir ein u € X und ein v € X mit u < v, was
mittels eines einfachen Ab- bzw. Aufstiegsverfahrens ohne weiteres moglich ist.
Wir entfernen die Kette {u, v} aus X und erhalten eine kleinere partiell geordnete
Menge (X', <); trivialerweise gilt e (X', <) < a(X, <). Falls dabei Gleichheit gilt,
gibtes eine Antikette A maximaler Méchtigkeitin X, die weder u noch v enthilt, was
im Fall II ausgeschlossen ist. Somit gilt sogar a (X', <) < a(X, <). Wir wenden
nun die Induktionsannahme auf (X’, <) an und erhalten eine Zerlegung von X' in
weniger als a(X, <) Ketten, was mit der Kette {u, v} zusammen eine Zerlegung
von X in hochstens (X, <) Ketten ergibt. Also folgt wieder A(X, <) < a(X, xX)
und damit die Behauptung.

Ubung 2.4. Man gebe einen direkten Bewetis fiir das folgende Resultat von Mirsky
[1971b] an, das als ein ,,dualer Satz zum Satz von Dilworth angesehen werden
kann: Fiir jede partiell geordnete Menge (X, <) ist die maximale Mdchtigkeit einer
Kette gleich der minimalen Anzahl von Antiketten, in die X zerlegt werden kann.

Hinweis: Man betrachte wieder die Menge X der maximalen Elemente von (X, <).

Ubung 2.5. Esseien r und s natiirliche Zahlen. Dann enthilt jede partiell geordnete
Menge (X, <) mit Michtigkeit | X| > rs + 1 eine Kette mit » + 1 Elementen oder
eine Antikette mit s + 1 Elementen.

I"Jbung 2.6 (Ahrens und Szekeres [1935]). Es sei (ay, ..., a,) eine Folge reeller
Zahlen mit Linge n > r? + 1. Dann gibt es eine monotone Teilfolge der Linge
r+1.

¢) Ein Resultat von Sperner

Sei M eine n-Menge sowie X = 2™ die Menge aller Teilmengen von M. Wir
versehen X mit der iiblichen partiellen Ordnung C. Dann wihlen wir in X eine
Antikette A = {F1, ..., Fy} der maximalen Michtigkeit « = (X, ). Eine Kette
in X heif3e fein, wenn sie weder Einschub noch Verldngerung gestattet. Man iiberlegt
sich sofort, da} feine Ketten immer aus n + 1 Teilmengen von M bestehen; die
kleinste ist dabei ¥ und man steigt von einem Kettenglied F' zum nichstgrofleren
auf, indem man ein Element von M zu F hinzunimmt. Die Anzahl aller feinen
Ketten ist also n!. Sei f; die Anzahl der feinen Ketten, die F; enthalten. Man sieht,
daf} eine derartige Kette nach #J absteigt, indem sie festlegt, in welcher Reihenfolge
die | Fj| Elemente von F; wegzulassen sind; analoges ergibt sich fiir den Aufstieg
nach M und man erhélt

fi = 1Fjll(n = |F;D!
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Keine feine Kette geht durch zwei verschiedene F;, weil die F; eine Antikette
bilden. Daraus folgt

o

2 fi=n!

j=1

Setzt man a;, = |{j | |Fj| = m}| (firm =0, ..., n), so ergibt sich
n n o
(2.5) D ammln—m) <nl, also Y R <1
In der Folge (8), e, (Z) sind bekanntlich die beiden mittleren Binomialkoeffizi-

enten ( ,:’0) mit ng = |n/2] und (:1) mit ny = [n/2] am groBten (wobei fiir gerade
n natiirlich ng = n; gilt, vgl. Ubung 2.10). Damit ergibt sich aus (2.5)

" n n
2.6 X, 9 = m = = =: B.
2.6) a(X, ©) mZ:%)a <(n0> <m>

Hierbei gilt sogar die Gleichheit, da die B Teilmengen der Méchtigkeit ng sowie
die B Teilmengen der Michtigkeit n; jeweils eine Antikette bilden.

Wir wollen noch zeigen, dafi dies die einzigen maximalen Antiketten von (X, C)
sind. Angenommen, es gilt Gleichheit in (2.6) und daher

"\«

Y =1

m=0 (no)

Wegen (2.5) folgtdann o; = O fiiri # no, n1. Fiir gerade n ist die Behauptung somit
bereits klar. Fiir ungerade n miissen wir noch die Moglichkeit von ,,Mischfillen®
ausschlieBen. Wir schreibenn = 2m + 1, alsong = mund ny = m + 1, sowie kurz
s = apy+1. Zu zeigen ist, daBl aus s # O stets o, = 0 folgt. Dazu betrachten wir den
bipartiten Graphen G = (S U T, E) mit § = (, ;) N A sowie T = (¥)\ A, dessen
Kanten genau die Paare (M, N) € § x T mit M D N seien. Dann liegt jeder der
s Punkte M € S auf genau m + 1 Kanten (womit G also genau s(m + 1) Kanten
enthilt), da ja keine der m + 1 in M enthaltenen m-Teilmengen zu der Antikette A
gehoren kann. Andererseits besteht T ebenfalls aus genau s Punkten (da ja (fn( ) NA
wegen der Maximalitidt von A Méchtigkeit B — s hat), von denen jeder offenbar auf
hochstens n — m = m 4+ 1 Kanten liegen kann. Dies ist nur moéglich, wenn jeder
Punkt von T auf genau m 4 1 Kanten liegt. Also liegt jede m + 1-Teilmenge von
X, die eine nicht in A enthaltene m-Teilmenge umfaft, notwendigerweise selbst in
A. Angenommen, es wire o, # 0. Dann betrachten wir m 4 1-Teilmengen L ¢ A
und M € A und wihlen unter allen solchen Paaren (L, M) derart, dal3 |L N M|
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maximal ist. Wegen [L N M| #m + 1 gibtesx € L\ Mundy € M \ L. Dann
gilt M \ {y} € T und somit muB — wie zuvor gezeigt — M’ = (M \ {y}) U {x} zur
Antikette A gehoren, was wegen |M' N L| = |M N L| + 1 der Auswahl von L und
M widerspricht.

Damit haben wir das folgende Ergebnis von Sperner [1928a] bewiesen:

Satz 2.7 (Spernersches Lemma). Sei X eine n-Menge. Dann gilt:

n
2.7 a(X,9) =AX,9) = (Ln/ZJ)'

Wenn A eine maximale Antikette fiir (X, C) ist, besteht A entweder aus allen Teil-
mengen von X mit Mdchtigkeit |n/2] oder aus allen Teilmengen der Mdchtigkeit

(/2.

Satz 2.7 ist der Ausgangspunkt zahlreicher weiterer Untersuchungen, die man
oft unter dem Namen ,,Sperner-Theorie” zusammenfal3t, wobei allerdings die Ab-
grenzung etwa zur Transversaltheorie oder zur Kombinatorischen Optimierung flie-
Bend ist; wir verweisen den interessierten Leser auf die Monographie von Engel
[1997].

2.4 Der Satz von Menger

Als Erginzung zu den Sitzen von Konig bzw. Dilworth und dem Heiratssatz leiten
wir ein graphentheoretisches Resultst ab, das zuerst von Menger [1927] bewiesen
wurde und ebenfalls zu den bereits betrachteten Sétzen logisch dquivalent ist, was
wir allerdings nur in einer Richtung zeigen werden; fiir die umgekehrte Richtung
verweisen wir beispielsweise auf Jungnickel [1982]. Danach folgen noch eine Vari-
ante des Mengerschen Satzes sowie eine Anwendung auf Zusammenhangsfragen.

Um den Satz von Menger formulieren zu kénnen, benttigen wir einige weitere
graphentheoretische Begriffe. Seien p, g zwei verschiedene Punkte eines Graphen
G = (V,E). Eine Menge S € V \ {p, g} heiBit eine p und g trennende Punkte-
menge, wenn jeder p und g verbindende Weg W mindestens einen Punkt von §
enthilt. Ferner heilen zwei p und g verbindende Wege punktedisjunkt, wenn sie —
abgesehen von den beiden Endpunkten p und g — keinen Punkt gemeinsam haben.
Wir werdem im folgenden die Notation / (W) verwenden, um die Menge der inne-
ren Punkte eines Weges W zu bezeichnen, also aller von den beiden Endpunkten
verschiedenen Punkte von W; zwei p und g verbindende Wege W und W’ sind also
punktedisjunkt, wenn I (W) N I (W') = ¢ gilt.

Damit konnen wir nun den Satz von Menger formulieren. Der hier vorgetragene
Beweis stammt von Tibor Gallai (1912—-1992) und ist zugegebenermalien nicht
ganz einfach zu verstehen, weswegen der Leser sich zur Veranschaulichung der
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Details einige Zeichnungen anfertigen sollte. Alle uns bekannten Beweise dieses
Satzes erfordern einige Miihe; am leichtesten — sicher aber nicht eben kurz — ist
vielleicht noch eine Herleitung aus der FluB-Theorie, wie man sie beispielsweise
bei Jungnickel [1994] findet.

Satz 2.8 (Satz von Menger, Punkteversion). Seien p, g zwei nicht-adjazente Punk-
te eines Graphen G = (V, E). Dann ist die Maximalzahl von p und q verbindenden,
paarweise punktedisjunkten Wegen gleich der minimalen Mdchtigkeit einer p und
q trennenden Punktemenge.

Beweis. Es seien S eine p und g trennende Punktemenge sowie Wy, ..., W, paar-
weise punktedisjunkte p und g verbindende Wege, wobei n die Maximalzahl derar-
tiger Wege sei. Dann enthilt jede der paarweise disjunkten Mengen I (W) minde-
stens einen Punkt aus S, woraus bereits n < | S| folgt. Um die nichttriviale Richtung
des Satzes zu beweisen, nehmen wir die gegebenen Wege 0.B.d.A. als einfach an.
Wir zihlen nun auf jedem Weg W; die Endpunkte seiner Kanten von p aus ab und
konnen somit sagen, was es heift, ein Punkt sei frither oder spiter als ein anderer.
Einen Weg, der einen Punkt auf einem W; mit einem Punkt auf einem Wy, (es darf
J = k sein) verbindet und sonst auf keinem W; einen Punkt besitzt, heifle ein Bo-

gen. Eine Folge b1, ..., b, von Bogen heifle eine Briicke (fir Wy, ..., W,), wenn
man die Endpunkte von b, fiiralle o = 1, ..., 7 so als e,, f, benennen kann, daf3
fiir jedes ¢ = 1,...,r — 1 der Punkt f, auf demselben W; liegt wie e, 1, und

zwar nicht friiher:

o+l

o+l fo

Die Anzahl r der Bogen in einer Briicke heife ihre Lénge. Ein Punkt ¢ auf einem
W; heile durch die Briicke by, ..., b, erreichbar, wenn ey = p und f, = c gilt.
Man beachte, dal ¢ wegen der Maximalitit von n sicher nicht durch eine Briicke
der Lédnge 1 erreichbar ist, denn der einzige Bogen dieser Briicke wire ein p und
g verbindender Weg W), 1 mit I (W, 1) NI (W;) =@ fiirk=1,...,n.

Falll. g ist durch keine Briicke erreichbar. Dann wihlen wir auf jedem W einen von
p und g verschiedenen Punkt s; folgendermaBen: Gibt es auf W; einen durch eine
Briicke erreichbaren Punkt, so sei s; der spiteste derartige Punkt; andernfalls sei
sj der auf W; unmittelbar hinter p kommende Punkt. Wir setzen § = {s1, ..., s,}
und zeigen, daf} S eine p und ¢ trennende Punktemenge ist. Angenommen, das
ist nicht der Fall; dann gibt es einen p und ¢ verbindenden einfachen Weg W mit
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I (W)N S = . Durchlduft man nun die Punkte von W (angefangen mit p), so trifft
man irgendwann zum letzten Mal einen Punkt p’, der auf einem W; liegt und auf
W; frither ist als s;; eventuell handelt es sich dabei um p’ = p. Geht man auf W
von p’ an weiter, so trifft man irgendwann einmal zum ersten Mal wieder einen
Weg Wy; wegen I (W) N S = ¢ muB dies in einem hinter s; gelegenen Punkt p”
geschehen, wobei der Fall p” = ¢ moglich ist. Geht man erst auf W; bis s; und
dann auf W von p’ nach p”, so beschreibt man die beiden Bogen einer Briicke,
durch welche p” auf Wy erreichbar wird. Nun ist aber p” ein auf Wy spiterer Punkt
als si, womit wir einen Widerspruch erhalten. Also ist S in der Tat eine p und ¢
trennende Punktemenge der minimal moglichen Michtigkeit 7.

Fall II. g ist durch eine Briicke erreichbar. Wir wéhlen dann eine kiirzeste Briicke
by, ..., by, mit der das geht, und haben bereits bemerkt, dal » > 2 sein muf3. Wir
wollen nun zeigen, dafl man r stets noch verkleinern kann, wenn man eine Ersetzung
der Wege W1, ..., W, durch andere paarweise punktedisjunkte Wege W1, ..., W,
in Kauf nimmt, weswegen man schlieBlich einen Widerspruch zur Tatsache r > 2
erhilt. Die Minimalitéit von r sorgt zunichst fiir I(by) N I(bs) = @ fiir o < o;
denn wiire p € 1(by) N 1(bs), so kdnnte man einen neuen Bogen bauen, der aus
b, bis p und b, ab p besteht (es ist klar, was hier mit ,,bis* und ,,ab“ gemeint ist)
und so die Briickenldnge » um mindestens 1 herabsetzen.

Wir betrachten nun die Endpunkte e; = p und f von b; sowie e> und f; von
b;. Dabei liege f1 etwa auf Wy, e; also ebenfalls, und zwar nicht spéter als fi.
Liegt f> auch auf Wy, so kbnnen wir annehmen, dal f, hinter f; kommt, weil
man sonst r durch Weglassen von b, verkleinern konnte. Es kann aber auch f,
auf einem Wj mit k # 1 liegen. Ferner gibt es auf Wy zwischen p und f; keinen
Anfangs- oder Endpunkt eines der Bogen b3, ..., b, da man sonst wieder ¢ mit
einer Briicke der Linge < r erreichen konnte. Wir bilden nun W/, indem wir auf
by bis fi und dann auf W; bis ¢ laufen; fiiri = 2, ..., n setzen wir Wi/ = W;.
Dann gilt I(W/) N I(W]) = @ fiir i # 1. SchlieBlich bilden wir b/, indem wir von

p auf Wy bis e; und dann auf b; bis f, laufen. Offenbar ist nun b’z, bs, ..., b, eine
Briicke fiir Wl’ , ..., W, iiber welche g erreichbar ist; sie hat aber nur die Linge
r — 1. Damit ist alles bewiesen. O

Bemerkung 2.9. Der Satz von Konig folgt leicht aus dem von Menger. Sei also
ein bipartiter Graph G = (S U T, E) gegeben. Wir fiigen zu G zwei neue Punkte
p und g sowie alle Kanten ps mits € S und alle Kanten tg mit¢ € T hinzu; der so
entstehende Graph sei mit H bezeichnet. Dann entsprechen maximale Matchings
in G offenbar maximalen Systemen paarweise punktedisjunkter Wege von p nach
q in H; andererseits ist eine G liberdeckende Punktemenge klarerweise dasselbe
wie eine p und g trennende Punktemenge in H.
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Als néchstes beweisen wir ein Analogon von Satz 2.8 fiir Kanten statt Punkte.
Seien wieder p, g zwei verschiedene Punkte eines Graphen G = (V, E). Eine
Menge S C E heilit eine p und g trennende Kantenmenge, wenn jeder p und g
verbindende Weg W mindestens eine Kante in S enthilt. Ferner heiflen zwei p und
q verbindende Wege kantendisjunkt, wenn sie keine Kante gemeinsam haben.

Satz 2.10 (Satz von Menger, Kantenversion). Seien p, g zwei verschiedene Punk-
te eines Graphen G = (V, E). Dann ist die Maximalzahl von p und q verbindenden,
paarweise kantendisjunkten Wegen gleich der minimalen Mdchtigkeit einer p und
q trennenden Kantenmenge.

Beweis. Wir fithren die Behauptung auf Satz 2.8 zuriick, indem wir aus G einen
neuen Graphen H auf der Punktemenge {p, g} U E konstruieren. Kanten von H
seien alle Paare {p, e}, fiir die ¢ € E mit p inzident ist; alle Paare {g, e}, fiir die
e € E mit g inzident ist; und alle Paare {e, ¢'}, fiir die e, ¢’ € E einen gemeinsamen
Endpunkt haben. Man sieht unmittelbar, dal dann kantendisjunkte Wege von p
nach g bzw. p und ¢ trennende Kantenmengen in G punktedisjunkten Wegen bzw.
trennenden Punktemengen in H entsprechen. O

Ubung 2.11. S und T seien zwei disjunkte Teilmengen der Punktemenge V eines
Graphen G = (V, E).Eine Sund T trennende Punktemenge isteine Menge X C V,
fiir die jeder Weg von einem Punkt in § zu einem Punkt in 7 einen Punkt in X
enthalten muf}. Man zeige, daf die minimale Méchtigkeit einer derartigen Menge
gleich der Maximalzahl von Wegen von S nach T ist, fiir die keine zwei dieser
Wege einen Punkt gemeinsam haben (auch nicht einen der Endpunkte!).

Der Satz von Menger legt die folgende Definition der Zusammenhangszahl
eines Graphen G = (V, E) nahe: Falls G ein volistindiger Graph ist (wenn also je
zwei Punkte in G adjazent sind), sei k (G) = | V| — 1; anderenfalls sei « (G) als die
minimale Michtigkeit einer Punktemenge S C V definiert, fiir die der induzierte
Untergraph

G\S=((V\S,{abeE|a,beV\S}

nicht zusammenhingend ist. G heifit nun k-fach zusammenhdingend, wenn
k (G) > k gilt. Dann hat man das folgende Resultat von Whitney [1932]:

Satz 2.12 (Satz von Whitney). Ein Graph G ist genau dann k-fach zusammen-
hiingend, wenn je zwei Punkte von G durch mindestens k punktedisjunkte Wege
verbunden sind.

Beweis. Wenn je zwei Punkte von G durch mindestens k punktedisjunkte Wege
verbunden sind, ist G offenbar k-fach zusammenhéngend. Sei also G umgekehrt
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k-fach zusammenhéngend. Nach dem Satz von Menger sind je zwei nicht-adjazente
Punkte von G durch k punktedisjunkte Wege verbunden. Seien schlieBlich p und
q adjazent; dann betrachten wir den Graphen H = G \ pg. Man iiberlegt sich
leicht, dal H noch mindestens (k — 1)-fach zusammenhingend ist. Wieder we-
gen des Satzes von Menger sind p und ¢ in H durch k — 1 punktedisjunkte
Wege verbunden, zu denen wir in G die Kante pg als k-ten Weg hinzugefiigen
konnen. O

Ubung 2.13. G sei ein k-fach zusammenhingender Graph und T eine Menge von
k Punkten von G. Dann gibt es fiir jeden Punkt s € T eine Menge von k Wegen
mit Anfangspunkt s und Endpunkt in 7', die paarweise nur den Punkt s gemeinsam
haben.

3 Das Schnitt-FluB-Theorem von Ford und Fulkerson

In diesem Abschnitt stellen wir ein grundlegendes Resultat aus der kombinatori-
schen Optimierung vor: das Schnitt-Fluf3-Theorem von Ford und Fulkerson [1956].
Die wesentlichen in diesem Theorem vorkommenden Begriffe sind

— ein Netzwerk mit vorgeschriebenen FluB3-Kapazititen,
— ein FluB im Netzwerk im Rahmen der gegebenen Kapazitéten.

Um eine rasche Vorstellung von dem zu erhalten, worum es hier geht, sehen wir
uns ein spezielles Netzwerk mit an die Kanten (= Pfeile) geschriebenen Kapazititen
an:

Ebenso anschaulich stellt sich ein Flu3 (von s nach ¢) in diesem Netzwerk dar,
bei dem viele Kanten nicht bis an die Grenze ihrer Kapazitit ausgelastet sind; der
Wert (die Stirke) dieses Flusses betrégt 4.
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und die Frage ist, ob im selben Netzwerk und im Rahmen derselben Kapazititen
auch ein FluB des Wertes 7 oder 8 moglich wire. Uber den Wert 8 kann man of-
fensichtlich nicht hinauskommen, da die aus s hinausfiihrenden Kanten zusammen
nur die Kapazitit 8 haben. All dies sind natiirlich nur intuitive Uberlegungen am
speziellen anschaulichen Beispiel. Unser Ziel ist die exakte Definition der oben an-
gedeuteten Begriffe und die Gewinnung eines Verfahrens, das uns in endlich vielen,
einzeln relativ leichten Schritten zu einem maximalen Fluf fiihrt.

Die Aufgabe des exakten Definierens gibt uns die Gelegenheit, den Begriff des
gerichteten Graphen einzufiihren. Dieser Begriff formalisiert Vorstellungen wie:
— einige Punkte, zwischen denen einige Verbindungspfeile gezeichnet sind,

— Stadtpldne mit lauter Einbahnstraf3en.

3.1 Gerichtete Graphen und FluB-Netzwerke

Ein gerichteter Graph (oder auch Digraph, kurz fiir ,directed graph™) ist ein Paar
G = (V, E) aus einer endlichen Menge V und einer Menge E von geordneten
Paaren (a, b) mit a # b aus V.> Die Elemente von V heiBen wieder Punkte (oder
auch Knoten bzw. Ecken), die von E Kanten; zur Unterscheidung vom ungerichteten
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Fall ist auch die Bezeichnung Bogen statt ,,Kante™ iiblich. Statt e = (a, b) schreiben
wir wieder kurz e = ab; a heillit der Anfangspunkt und b der Endpunkt von e; wir
schreiben auch e~ fiir den Anfangspunkt a und e™ fiir den Endpunkt b von e.
Wir sagen, das a und b mit e inzident sind. Zwei Kanten der Form ab und ba
heillen antiparallel. Wenn wir einen Digraphen zeichnen wollen, gehen wir wie im
ungerichteten Fall vor und deuten die Richtung einer Kante durch einen Pfeil an.

Wenn wir jeden Bogen ab von G durch eine (ungerichtete) Kante der Form
{a, b} ersetzen, erhalten wir aus G den zugehorigen Graphen |G|. Umgekehrt sei
jetzt G = (V, E) ein Graph. Jeder gerichtete Graph H mit |H| = G heifit dann
eine Orientierung von G. Ersetzt man jede Kante {a, b} € E durch die beiden
Bogen (a, b) und (b, a), so erhilt man die volistindige Orientierung G von G.

Wir konnen nun die zuvor fiir Graphen eingefiihrten Begriffsbildungen auf
Digraphen iibertragen; dabei treten hédufig zwei Moglichkeiten auf. Sei also
G = (V, E) ein Digraph. Eine Folge von Kanten (eq, ..., ¢;) heiit dann ein
Weg, wenn die entsprechende Kantenfolge in |G| ein Weg ist. Ahnlich geht man fiir
Kantenziige, einfache Wege, Kreise und einfache Kreise vor. Wenn (v, ..., v,) die
zugehorige Punktefolge ist, muf} also stets v; _jv; oder v;v;_| eine Kante von G
sein. Im ersten dieser beiden Fille spricht man von einer Vorwdrtskante, im zweiten
Fall von einer Riickwdirtskante. Wenn ein Weg nur aus Vorwértskanten besteht, wird
er ein gerichteter Weg genannt; dhnliches gilt wieder fiir Kantenziige, Kreise, etc.
Im Unterschied zum ungerichteten Fall konnen jetzt einfache gerichtete Kreise der
Linge 2 (also Kreise der Form (ab, ba)) auftreten.

Ein Digraph G heil3t zusammenhdngend, wenn |G| zusammenhiéngend ist. Auch
hier bietet sich noch eine weitere Definition an: Ein Punkt b von G heifit von einem
Punkt a aus erreichbar, wenn es einen gerichteten Weg mit Anfangspunkt a und
Endpunkt b gibt. Wie iiblich lassen wir Wege der Linge 0 zu; jeder Punkt ist also
von sich selbst aus erreichbar. G heit dann stark zusammenhdngend, wenn jeder
Punkt von jedem anderen Punkt aus erreichbar ist. Allgemein heif3t ein Punkt a, von
dem aus jeder Punkt erreichbar ist, eine Wurzel von G. Ein Digraph ist also genau
dann stark zusammenhingend, wenn jeder Punkt eine Wurzel ist. Man beachte, daf3
ein zusammenhingender Digraph keineswegs stark zusammenhidngend sein muf3.

In der FluBtheorie untersucht man nun die folgende spezielle Situation:
G = (V, E) sei ein Digraph mit einer Abbildung c: E — R, ; der Wert c(e)
heiflt dabei die Kapazitit der Kante e. Ferner seien g und s zwei ausgezeichnete
Punkte von G, fiir die s von ¢ aus erreichbar ist. Dann nennen wir das Quadrupel
N = (G, c,q,s) ein Netzwerk (genauer: ein Fluf3-Netzwerk) mit Quelle ¢ und
Senke s.*

3 Mitunter erlaubt man auch den Fall ¢ = b und spricht dann von einer Schleife. Wenn nichts anderes
gesagt ist, sollen bei uns jedoch Schleifen verboten sein.

4 Manche Autoren verlangen zusitzlich, daB es in G keine Kanten mit Endpunkt g bzw. mit An-
fangspunkt s gibt, was fiir die Resultate, die wir in diesem Buch behandeln werden, unproblematisch
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Ein Fluf auf N istnun eine Abbildung f: E — R, die fiir jeden Punkt p # ¢, s
die folgende Fluferhaltungs-Bedingung erfiillt:

(F1) Z fle) = Z f(e) (,ZufluB nach p = AbfluB aus p*).

e+:p e~ =p

Ifl= D" fley—"Y_ fe)

e~ =q et=q

Die Zahl

wird als der Wert (oder die Stirke) des Flusses f bezeichnet. Wenn f auBerdem
fiir jede Kante e die Bedingung

(F2) 0 < fle) =cle)
erfiillt, hei3t f zuldssig (fiir die gegebene Kapazitdtsfunktion c).

I"Jbung 3.1. Sei f ein Flul im Netzwerk N = (G, ¢, ¢, s). Man beweise

Ifl="Y_ fler—Y_ f(o.

et=s e =s

Hinweis: Man betrachte 3,y >°,-_, f(e) und beniitze die FluBerhaltungs-Be-
dingung (F1) fiir p # ¢, s.

Beispiel 3.2. Sind f’, f” Fliisse im Netzwerk N = (G, ¢, ¢, s) und y', y” € R,
soistdurch f =y f' +y” f”,also f(e) =y’ f'(e) +y" f"(e) fiire € E, wieder
ein FluB f in N gegeben (man verifiziert (F1) fiir p € V' \ {q, s} sofort). Falls dabei
f"und f” zuldssig sind und y’, y” > 0 sowie y’ + y” < 1 gelten, so ist auch f
zuldssig. Offenbar gilt dann || £ || = ¥/|| £/l + "Il f" .

Beispiel 3.3. Sei N = (G, ¢, g, s) ein Netzwerk und W ein Weg von ¢ nach s.
Dann ist fiir jede Zahl § € R, durch

1) falls e eine Vorwirtskante in W ist
f(e) := { =6 falls e eine Riickwirtskante in W ist
0 sonst

wire. Andererseits ist es oft eine interessante Fragestellung, die maximalen FluBwerte von ¢ nach s fiir
alle Punktepaare (g, s) in G zu untersuchen (falls G stark zusammenhingend ist), wofiir man dann die
von uns gewihlte allgemeinere Definition benotigt. Wir verweisen fiir dieses Thema beispielsweise auf
Kapitel 10 in Jungnickel [1994].
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ein Flu} f vom Wert 6 in N gegeben; ein derartiger Flu} heif3t ein elementarer Flu$3
mit Trédger W. Man beachte, dal f notwendigerweise unzulissig ist, falls in W
Riickwirtskanten auftreten; trotzdem werden Fliisse dieser Art eine wichtige Rolle
spielen. Wir bezeichnen f auch genauer als fy 5.

Als nichstes wollen wir eine obere Schranke fiir den Wert eines zuldssigen
Flusses bestimmen, wozu wir einen weiteren Begriff benétigen. N = (G, ¢, ¢q, 5)
sei also ein FluB-Netzwerk. Ein Schnitt von N ist eine Zerlegung V = Q U S der
Punktemenge V von G, fiir die ¢ in Q und s in S liegen. Mit E(Q, S) bezeichnen
wir dann die Menge aller Kanten e von G, fiir die genau einer der beiden mit e
inzidenten Punkte in Q liegt, also

EQ,S)={ecE|e €Q,ete€S)U{ecE|e €8, e e}

Die Kantenmenge E(Q, S) heilit auch der durch (Q, S) definierte Cokreis. Die
Kapaczitdt des Schnittes (Q, §) ist nun die Zahl

«$.T)= Y cle,

e—e€Q,etes

also die Summe der Kapazititen aller Kanten e im zugehorigen Cokreis E(Q, S),
die von Q nach S orientiert sind. Ein Schnitt (Q, S) heillt minimal, wenn fiir
jeden Schnitt (Q’, S”) die Bedingung c¢(Q, §) < ¢(Q’, §') erfiillt ist. Das folgende
Lemma zeigt insbesondere, daf} die minimale Kapazitiit eines Schnittes eine obere
Schranke fiir den Wert eines Flusses darstellt.

Lemma34. N = (G, ¢, q, s) sei ein Netzwerk, (Q, S) ein Schnitt und f ein zu-
ldssiger Fluf. Dann gilt

3.1) Ifll= Y flo— Y. flo,

e—eQ,etes eteQ,e—eS

und daher insbesondere || f|| < c(Q, S). Gleichheit gilt in (3.1) genau dann, wenn
jede Kante e mit e~ € Q und e € S gesiittigt ist (also f(e) = c(e) gilt) und jede
Kante e mite™ € Q und e~ € S leer ist (also f(e) = 0 gilt).

Beweis. Durch Addition von Gleichung (F1) iiber alle v € Q erhilt man

=Y (> re- Y 1)

veQ e =v et=v

= Y f@- Y fo+ Y fo- Y fe.

e~ €Q.,eteQ eteQ,e €0 e~€Q,etes eteQ,e— €S
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Die beiden ersten Terme ergeben 0. Daraus folgt bereits die Behauptung, da f(e) <
c(e) fiir alle Kanten e mit e~ € Q und e™ € § sowie f(e) > O fiir alle Kanten e
mite™ € Q und e~ € S gelten muB. 0

3.2 FluBmaximierung

Nun stellen wir uns folgende Optimierungsaufgabe fiir ein gegebenes Netzwerk
N = (G, ¢, q, s): Gesucht wird ein zuldssiger Flu} f in N, fiir den | f]| moglichst
grof} wird. Gesucht ist also der Wert von

o(N) = max{|| f| | f zuldssiger FluB in N, f < ¢}

sowie ein Verfahren, ein f mit || f|| = ¢ (V) explizit zu bestimmen; ein derartiges
f heiBt dann ein maximaler Flufs auf N. Dieses Problem der Flufmaximierung,
das wir hier als ein rein kombinatorisches Problem formuliert haben, 148t sich
auch in die Theorie der linearen Optimierung einordnen, d. h. der Bestimmung
des Maximums einer Linearform auf einem reellen Vektorraum bei in Form von
linearen Gleichungen und Ungleichungen vorgeschriebenen Nebenbedingungen.
In unserem Falle ist der Vektorraum

RE = {f = (f(€)eecr | f(e) € Rfiirallee € E},

die Nebenbedingungen lauten

Y fleoo=) fle) firallepeV\{qg.s)

et=p e~ =p

0< f(e) <c(e) firallee € E

und die Linearform ist

Yo fle=>" fle.

e~ =q et=q

Die Sitze der Theorie der linearen Optimierung zeigen, dafl unsere Aufgabe stets
eine Losung besitzt (dies folgt schon daraus, dal obige Nebenbedingungen ein
nichtleeres Kompaktum im RZ beschreiben und jede Linearform stetig ist) und
liefern auch Algorithmen zu ihrer expliziten Losung (insbesondere den Simplex-
Algorithmus). Von Ford und Fulkerson wurde erstmals gezeigt, daB fiir das spezielle
Problem der FluBmaximierung auch spezielle, besonders effektive kombinatori-
sche Algorithmen zur Verfiigung stehen. Die zugrundeliegenden Sétze von Ford
und Fulkerson stellen — dhnlich wie der bekannte Satz von Picard-Lindelof in der
Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen — den Idealfall eines Existenz-
satzes dar, da der Beweis zugleich ein Losungsverfahren liefert. Wir werden nun
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diese Ergebnisse vorstellen. Fiir eine ausfiihrlichere Behandlung der Flutheorie
und insbesondere neuerer, noch effektiverer Algorithmen verweisen wir auf Ka-
pitel 6 von Jungnickel [1994]. Eine Entwicklung der Flutheorie aus der linearen
Optimierung findet man beispielsweise bei Papadimitriou und Steiglitz [1982]; zur
linearen Optimierung allgemein seien Chvatal [1983] und Schrijver [1986] emp-
fohlen.

Die Ergebnisse von Ford und Fulkerson [1956] lassen sich am besten darstellen,
wenn man sie in die folgenden drei grundlegenden Sitze aufteilt, von denen der
erste die maximalen Fliisse charakterisiert. Dazu benétigen wir noch einen weite-
ren Begriff: f sei ein Flufl im Netzwerk N = (G, c, g, 5). Ein (ungerichteter) Weg
W von ¢ nach s heifit ein zunehmender Weg (beziiglich f), wenn keine Vorwirts-
kante in W gesittigt und keine Riickwirtskante in W leer ist, wenn also fiir jede
Vorwirtskante e € W die Bedingung f(e) < c(e) und fiir jede Riickwirtskante
e € W die Bedingung f(e) > O erfiillt ist.

Satz 3.5 (,,augmenting path theorem). FEin zuldssiger Fluf3 f auf einem Netzwerk
N ist genau dann maximal, wenn es keinen beziiglich f zunehmenden Weg gibt.

Beweis. Sei f ein maximaler Flu§3. Falls es einen zunechmenden Weg W gibt, defi-
nieren wir § als das Minimum aller Zahlen c(e) — f (¢) (e Vorwirtskante in W) sowie
f (e) (e Riickwirtskante in W). Nach Definition eines zunehmenden Weges ist § ei-
ne positive Zahl. Wir bilden nun den elementaren FluB fw s wie in Beispiel 3.3 und
betrachten den FluB f’ := f+ fw s, vgl. Beispiel 3.2. Aufgrund der Definition von
8 sieht man unmittelbar, daB f' zuléssig ist. Weiter gilt || /' = || fI|+8 > || f|l, was
der Maximalitéit von f widerspricht. Also kann kein zunehmender Weg beziiglich
f existieren.

Umgekehrt gelte jetzt, dal es in N keinen beziiglich f zunehmenden Weg
gibt. Dann konnen wir einen Schnitt (Q, S) von N wie folgt definieren: Es sei Q
die Menge aller Punkte v, fiir die ein zunehmender Weg von ¢ nach v existiert
(einschlieBlich g) und S = V \ Q. Offenbar muf} jede Kante e mit e~ € Q und
et € § gesittigt und jede Kante e mit et € Q und e~ € S leer sein. Nach
Lemma 3.4 folgt || f|| = ¢(Q, S), weswegen f maximal ist. O

Der Beweis von Satz 3.5 liefert uns insbesondere die folgende weitere Charak-
terisierung maximaler Fliisse:

Korollar 3.6. Ein zuldssiger Fluf3 [ auf einem Netzwerk N ist genau dann maxi-
mal, wenn die Menge Q aller von q aus auf einem zunehmenden Weg erreichbaren
Punkte nicht ganz V ist; in diesem Fall gilt || f|| = ¢(Q, S), wobei S =V \ Q ist.

O
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Satz 3.7 (Schnitt-FluB3-Theorem, ,,max-flow min-cut theorem™).  Der maximale
Wert eines zuldssigen Flusses auf einem Fluf3-Netzwerk N stimmt mit der mini-
malen Kapazitdt eines Schnittes in N iiberein.

Beweis. Wie bereits in unseren einleitenden Bemerkungen ausgefiihrt, folgt die
Existenz maximaler Fliisse aus einem Kompaktheitsargument im RY. Damit gilt
die Behauptung unmittelbar nach Korollar 3.6. O

Der von uns angegebene Beweis von Satz 3.7 ist nicht konstruktiv. Der dritte
grundlegende Satz, der den besonders wichtigen Fall ganzzahliger Kapazitétsfunk-
tionen betrifft, wird dagegen mit einem konstruktiven Argument bewiesen:

Satz 3.8 (Ganzheitssatz, ,,integral flow theorem). N = (G, ¢, q, s) sei ein Netz-
werk, fiir das die Kapazitditsfunktion ¢ ganzzahlig ist. Dann gibt es einen ganzzah-
ligen maximalen Fluf3 auf N.

Beweis. Durch fy(e) := 0 fiir alle e wird ein ganzzahliger Flu f; vom Wert O
auf N definiert, der Null-Flufs. Wenn dieser triviale FluB} nicht maximal ist, gibt es
nach Satz 3.5 einen zunehmenden Weg beziiglich fj. Die im Beweis dieses Satzes
auftretende Zahl § ist dabei wegen der Ganzzahligkeit von ¢ eine positive ganze
Zahl, weswegen man — wie im Beweis von Satz 3.5 beschrieben — aus f einen
ganzzahligen Flufl f; vom Wert § erhélt. Dieses Verfahren kann man entsprechend
fortsetzen. Da in jedem Schritt der FluBwert um eine positive ganze Zahl erhoht
wird und da die Kapazitit eines (minimalen) Schnittes wegen Lemma 3.4 eine
obere Schranke fiir den FluBwert ist, bricht die Konstruktion nach endlich vielen
Schritten mit einem ganzzahligen FluB f ab, fiir den es keinen zunehmenden Weg
gibt. Nach Satz 3.5 ist dann f ein maximaler Fluf3. O

Es sei betont, daf auch im Falle einer ganzzahligen Kapazitdsfunktion durchaus
nicht alle maximalen Fliisse ganzzahlig sein miissen; der Leser moge sich hierfiir ein
Beispiel iiberlegen. Der Fall einer rationalen Kapazitdtsfunktion kann durch Mul-
tiplikation mit dem Hauptnenner aller auftretenden Zahlen auf den ganzzahligen
Fall reduziert werden, womit wir auch in diesem Fall einen konstruktiven Beweis
von Satz 3.7 haben. Im Fall reeller Kapazititen ist ebenfalls ein konstruktiver Be-
weis moglich, beispielsweise mit der von Edmonds und Karp [1972] angegebenen
Modifikation des Algorithmus von Ford und Fulkerson, den wir als néchstes behan-
deln werden. Dieser Algorithmus verlduft grob gesprochen genau wie der Beweis
von Satz 3.8: Man geht vom Null-Fluf3 aus und dndert dann den vorliegenden Fluf3
durch Addition elementarer Fliisse auf zunehmenenden Wegen solange ab, bis das
Verfahren mit einem (maximalen) Flu3 abbricht. Natiirlich mufl man sich hierfiir
noch iiberlegen, wie man denn zunehmende Wege findet; dies erfolgt mit einem
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geeigneten MarkierungsprozeB3. Der folgende Algorithmus stammt von Ford und
Fulkerson [1957]:

Algorithmus 3.9 (Markierungs-Algorithmus von Ford und Fulkerson).
Sei N = (G, ¢, q, s) ein FluB-Netzwerk. Man fiihre die folgenden Schritte aus:
(1) Setze f(e) :=O0firallee € E.
(2) Setze d(v) := oo und bezeichne v als ,,neu” fiiralle v € V.
(3) Markiere g mit (—, 00).
(4) Wihle einen markierten neuen Punkt v. Untersuche alle mit v inzidenten
Kanten e gemél folgenden beiden Regeln:

(a) Falls e = vw und f(e) < c(e) gilt, wobei w nicht markiert ist, setze
mand(w) := min{c(e)— f(e), d(v)} und markiere w mit (v, +, d(w)).
(b) Fallse = wvund 0 < f(e) gilt, wobei w nicht markiert ist, setze man
d(w) := min{ f(e), d(v)} und markiere w mit (v, —, d(w)).
(5) Deklariere v nunmehr als ,,abgearbeitet”.
(6) Falls s nicht markiert ist und es noch einen markierten neuen Punkt gibt,
weiter bei (4).
(7) Falls s nicht markiert ist und es keinen markierten neuen Punkt gibt, weiter
bei (10).
(8) (Jetzt ist also s markiert.) Sei d die letzte Komponente der Markierung von
s. Setze w := s und wiederhole die folgenden Schritte, bis w = ¢ gilt:

(a) Bestimme die erste Komponente v der Markierung von w.

(b) Falls die zweite Komponente der Markierung von w gleich + ist, setze
f(e) := f(e) + d fiir die Kante ¢ = vw und ersetze w durch v.

(c) Falls die zweite Komponente der Markierung von w gleich — ist, setze
f(e) := f(e) —d fiir die Kante ¢ = wv und ersetze w durch v.

(9) Losche alle Markierungen und gehe zu (2).
(10) Bezeichne die Menge der markierten Punkte mit Q und setze S := V \ Q.

Der Leser iiberzeuge sich davon, dafl Algorithmus 3.9 im Falle einer ganz-
zahligen (oder rationalen) Kapazititsfunktion ¢ einen maximalen Flu f und einen
minimalen Schnitt (Q, S) bestimmt; es giltalso || f|| = ¢(Q, S). Dagegen kann das
Verfahren im Fall irrationaler Kapazititen — bei ungeschickter Auswahl des Punktes
v im Schritt (4) — versagen; ein Beispiel dafiir findet man bei Ford und Fulkerson
[1962], wo das Verfahren nicht abbricht, sondern gegen einen Wert konvergiert, der
nur 1/4 des maximal moglichen FluBwertes betrdgt. Aulerdem ist Algorithmus 3.9
selbst im Falle ganzzahliger Kapazititen nicht sonderlich effektiv, da die Anzahl der
vorzunehmenden Abédnderungen des Flusses f nicht nur von |V| und | E|, sondern
auch von ¢ abhéngen kann, wie wir gleich sehen werden.
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Beispiel 3.10. Wenn man im Netzwerk
a (®» b (@ c
® ®
q ® s
® 0,
i@ ® ¢ O f

abwechselnd die Wege ¢ —a —b—e— f —sundg —d —e —b —c — s als
zunehmende Wege wihlt (was bei geeigeneter Auswahl der Punkte v in (4) moglich
ist), so wird der FluBwert in jedem Schritt nur um 1 erh6ht und wir benétigen
insgesamt 2n Iterationen. Natiirlich kann man das durch eine geschicktere Wahl
der Wege vermeiden: mitg —a —b —c —sund g —d — e — f — s sind nur zwei
Iterationen notwendig!

Das vorhergehende Beispiel legt es nahe, einige Anmerkungen tiber die Qualitt
von Algorithmen zu machen. In der Komplexitditstheorie betrachtet man den Zeit-
und Platzbedarf eines Algorithmus in Abhdngigkeit von der ,,Groe* der Eingabe-
daten, wodurch man verschiedene Algorithmen fiir dasselbe Problem vergleichen
kann. Wir konnen die entsprechenden Begriffe hier aus Platzgriinden nicht prizi-
se einfithren und verweisen fiir nihere Einzelheiten beispielsweise auf Garey und
Johnson [1979]. In unserem Zusammenhang kénnen wir als Mab fiir die GroBe der
Eingabedaten die Punkte- bzw. Kantenzahl der auftretenden Digraphen verwen-
den. Die Komplexitdt eines Algorithmus sei dann die Funktion f, fiir die f(n) die
maximale Schrittzahl angibt, die zur Losung eines Einzelfalls mit Eingabedaten
der Linge n benotigt wird. Dabei rechnen wir die iiblichen arithmetischen Ope-
rationen, Zugriffe auf Felder, Vergleichsoperationen etc. jeweils als einen Schritt.
Das ist nur insoweit realistisch, als die auftretenden Zahlen nicht beliebig grof3
werden, was aber in der Praxis der Fall ist. (Fiir graphentheoretische Zwecke ist
diese Konvention verniinftig, fiir arithmetische Algorithmen wire sie es nicht.) Da
es oft unmoglich ist, die Komplexitit f(n) eines Algorithmus exakt auszurech-
nen, schitzt man stattdessen seine ,,Wachstumsrate* im folgenden Sinne ab. Man
schreibt

f(n) = O(g(n)), wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt mit
f(n) < cg(n) fiir alle hinreichend groflen n

und sagt dann, dal f Wachstumsrate g(n) habe. In der Praxis wiinscht man sich
(auch wenn das leider hdufig nicht moglich ist) polynomiale Algorithmen, also
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Algorithmen der Komplexitit O (n¥) fiir ein geeignetes k; man nennt derartige
Algorithmen auch effizient.

Wie wir in Beispiel 3.10 gesehen haben, ist der Algorithmus 3.9 von Ford und
Fulkerson [1957] nicht polynomial. Erst 15 Jahre spéter gelang Edmonds und Karp
[1972] eine Modifikation, die es gestattet, eine polynomiale Komplexitit nachzu-
weisen, namlich von O(|V||E|?). Dazu geniigt es, stets einen zunehmenden Weg
mit moglichst wenigen Kanten zu verwenden, was man leicht erreichen kann, indem
man in Schritt (4) von Algorithmus 3.9 stets denjenigen neuen Punkt v auswibhlt,
der zuerst markiert wurde. (Dieses Auswahlprinzip 146t sich tiberdies leicht imple-
mentieren, indem man die markierten Punkte in einer ,,Schlange anordnet.) Einen
Beweis hierfiir sowie ein ausfiihrliches Beispiel findet man in Kapitel 6 von Jung-
nickel [1994], wo dariiber hinaus etliche weitere Algorithmen mit noch besseren
Komplexitidten ausfiihrlich behandelt werden; wir stellen hier tabellarisch einige
Ergebnisse zusammen, wobei wir n = |V| und m = |E| schreiben. Es gibt zahl-
reiche weitere Algorithmen fiir die Bestimmung maximaler Fliisse; wir verweisen
auf die umfangreiche Monographie von Ahuja, Magnanti und Orlin [1993] und die
dort sowie bei Jungnickel [1999] zitierte Literatur.

Autoren Komplexitit
Ford und Fulkerson [1957] nicht-polynomial
Dinic [1970] O(n’m)
Edmonds und Karp [1972] O (nm?)
Malhotra, Kumar und Mahaswari [1978] 0(n3)

Goldberg und Tarjan [1988] on?)

Cheriyan und Maheshwari [1989] 0 (n’m'/?)

Wir beenden diesen Unterabschnitt mit einigen interessanten Ubungen.

Ubung 3.11. Der Beweis von Satz 3.8 und Algorithmus 3.9 zeigen, daB es einen
maximalen FluB gibt, der die Summe elementarer Fliisse (auf zunehmenden Wegen)
ist. Man zeige, daf im allgemeinen nicht jeder maximale Fluf} so darstellbar ist.

Ubung 3.12. N = (G, c, g, s) sei ein FluB-Netzwerk. Man zeige, daB es minde-
stens eine Kante in G gibt, deren Entfernung den maximalen Wert eines Flusses
verkleinert, sofern dieser Wert £ 0 ist.

I"Jbung 3.13. Gegeben sei ein FluB-Netzwerk N = (G, ¢, g, s), in dem auch die
Punkte Kapazititsbeschriankungen unterliegen: Es ist also eine weitere Abbildung
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d : V — R, gegeben, und die Fliisse f werden der weiteren Beschrinkung

(F3) Y f@=d) firv#g.s

et=v

unterworfen. Man reduziere dieses Problem auf die Behandlung eines geeigne-
ten gewOhnlichen FluB-Netzwerks und verallgemeinere Satz 3.7 auf solche FluB3-
Netzwerke. Zur Veranschaulichung kann man beispielsweise an ein Bewésserungs-
Netzwerk denken; die Punkte konnen dann Pumpstationen darstellen, deren Kapa-
zitét beschrinkt ist.

3.3 Fliisse, Matchings und disjunkte Wege

Zur Gruppe der zum Heiratssatz dquivalenten Sétze gehort — neben den Sétzen von
Konig, Dilworth und Menger — auch das Schnitt-FluB-Theorem 3.7. Wir werden hier
wieder nur eine der beiden Richtungen zeigen, indem wir den Satz 2.1 von Ko6nig
aus dem Schnitt-FluB-Theorem herleiten. Dazu konstruieren wir zu einem gegebe-
nen bipartiten Graphen G ein passendes FluBoptimierungsproblem, was dann auch
einen effektiven Algorithmus zur Bestimmung eines maximalen Matchings in G
liefert. Dal umgekehrt auch das Schnitt-FluB-Theorem — auf dem Umweg iiber
die Satzgruppe vom Menger-Typ — aus dem Heiratssatz folgt, macht deutlich mehr
Miihe; wir verweisen hierfiir beispielsweise auf Jungnickel [1982].

Seialso G = (U U W, E) ein bipartiter Graph. Wir definieren einen Digraphen
H wiefolgt: ZuU U W werden zwei neue Punkte g und s hinzugefiigt; Kanten seien
(mitu € U und w € W) alle qu, alle uw, fiir die {u, w} eine Kante von G ist, und
alle ws. Alle Kanten e von H erhalten die Kapazitit c(e) = 1 zugewiesen, womit
wir ein FluB-Netzwerk N = (H, c, g, s) definiert haben. Die Kanten {u;, w;} eines

Matchingsin G (i = 1, ..., k) induzieren dann einen ganzzahligen zulidssigen Fluf3
f vom Wert k auf N, wenn man f(e) = 1 genau fiir die Kanten e = qu;, e = u; w;
und e = w;s fiiri =1, ..., k setzt (und f(e) = O sonst). Umgekehrt liefert jeder

ganzzahlige zuldssige FluB vom Wert k auf N ein Matching von G mit k& Kanten,
namlich genau den Kanten {u, w} € E, fiir die f(uw) = 1 gilt. Insbesondere
entsprechen sich somit aufgrund des Ganzheitssatzes 3.8 ganzzahlige maximale
Fliisse in N und maximale Matchings in G.

Um den nichttrivialen Teil «’(G) > B(G) des Satzes von Konig zu beweisen,
betrachten wir einen minimalen Schnitt (Q, S) in N. Nach Satz 3.7 gilt ¢(Q, S) =
@, wobei ¢ = @(N) der maximale Wert eines zuldssigen Flusses auf N sei. Wie
wir schon gesehen haben, ist dann ¢ gleichzeitig die maximale Michtigkeit eines
Matchings in G. Es reicht somit, aus (Q, S) eine iiberdeckende Punktemenge T
fiir G mit hochstens ¢ Elementen zu konstruieren. Wie man leicht sieht, gilt

(0, ) =U\NQI+IWNO|+|luweE|lueUNQ, we W\ Q}|.
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Wir konnen daher offenbar
T =U\NQOQUWNOU{ueUNQ |uwe Efireinwe W\ Q}

wihlen. O

Korollar 3.14. Sei G = (U U W, E) ein bipartiter Graph. Dann kann man ein
maximales Matching in G mit Komplexitdt O (|V||E|) bestimmen.

Beweis. Wir verwenden die soeben gegebene Herleitung des Satzes von Konig
aus dem Schnitt-FluB-Theorem. Dann entsprechen sich also ganzzahlige maximale
Fliisse im dort definierten Netzwerk N und maximale Matchings in G. Ein sol-
cher Fluf} (und damit — wie oben ausgefiihrt — ein maximales Matching) kann mit
dem Markierungs-Algorithmus 3.9 bestimmt werden. Man sieht nun unmittelbar
ein, daB jede Augmentierung in diesem Algorithmus (also die Suche nach einem
zunehmenden Weg mit anschlieBender FluB-VergroBerung) in O(|E|) Schritten
erfolgen kann, da jede Kante nur eine konstante Anzahl von Malen betrachtet wer-
den. Andererseits ist der maximale FluBwert trivialerweise durch min(|U |, |[W])
beschrinkt, weswegen nur O (]V|) Augmentierungen vorkommen. O

Wenn man in Korollar 3.14 anstelle von Algorithmus 3.9 den bereits erwihnten
Algorithmus von Dinic [1970] verwendet, kann man die dort angegebene Komple-
xitdtsschranke auf O (|V|/?| E|) verbessern, siche etwa Jungnickel [1994]. Diese
Komplexitit — die immer noch zu den besten bekannten Ergebnissen zdhlt — wurde
erstmals von Hopcroft und Karp [1973] erreicht, die allerdings ihr Verfahren nicht
in der Sprache der FluBtheorie formuliert haben. Dieselbe Komplexititsschranke
gilt sogar fiir die Bestimmung eines maximalen Matchings in einem beliebigen
Graphen; ein entsprechender Algorithmus wurde erstmals von Micali und Vazirani
[1980] angegeben. Die allgemeine Situation ist aber sehr viel schwieriger als der
bipartite Fall; so gelang erst Vazirani [1994] in einer nahezu 40 Seiten umfassenden
Arbeit ein Korrektheitsbeweis fiir den genannten Algorithmus und seine Komple-
xitdt. Ein Grund fiir die im allgemeinen Fall auftretenden Probleme liegt darin, daf3
es nicht ohne weiteres moglich ist, Matchings in beliebigen Graphen mit Hilfe der
FluBitheorie zu behandeln. Dies erfordert einen betrichtlichen Aufwand, wobei man
spezielle Fliisse auf speziellen Netzwerken zu untersuchen hat (,,balanced network
flows*); diese Fragestellung ist in einer Serie von Arbeiten von Fremuth-Paeger
und Jungnickel [1999a,b,c;2001a,b,c;2002,2003] ausfiihrlich behandelt worden.
Die oben genannte Komplexitidtsschranke wurde seither nur unwesentlich verbes-
sert, namlich auf O (v/nm log(n®/m)/log n), ein Ergebnis von Feder und Motwani
[1995] fiir den bipartiten Fall bzw. von Fremuth-Paeger und Jungnickel [2003] im
allgemeinen Fall. Die entsprechenden, sehr aufwendigen Algorithmen sind jedoch
bisher nur von theoretischer, nicht aber von praktischer Bedeutung.
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Ubung 3.15. Man verwende Algorithmus 3.9 zur Bestimmung maximaler Match-
ings in den beiden folgenden bipartiten Graphen.

Als nichstes geben wir zwei Varianten des Satzes von Menger fiir gerichtete
Graphen an, deren Beweise wir dem Leser iliberlassen.

Satz 3.16 (Satz von Menger, Kantenversion fiir Digraphen). Seien p und q zwei
verschiedene Punkte eines Digraphen G = (V, E). Dann ist die Maximalzahl von
p und q verbindenden, paarweise kantendisjunkten gerichteten Wegen gleich der
minimalen Mdchtigkeit einer p und q trennenden Kantenmenge. O

Satz 3.17 (Satz von Menger, Punkteversion fiir Digraphen). Seien p und q zwei
nicht-adjazente Punkte eines Digraphen G = (V, E). Dann ist die Maximalzahl
von p und q verbindenden, paarweise punktedisjunkten gerichteten Wegen gleich
der minimalen Mdchtigkeit einer p und q trennenden Punktemenge. O

Ubung 3.18. Man beweise die Sitze 3.16 und 3.17 und iiberlege sich einen effizi-
enten Algorithmus fiir die Bestimmung eines maximalen Systems von paarweise
kantendisjunkten gerichteten Wegen, die zwei Punkte p und ¢ verbinden.

Hinweis: Fiir Satz 3.16 betrachte man das Netzwerk (G, ¢, p, q), wobei alle Kanten
die Kapazitit c(e) = 1 haben, und wende Satz 3.8 und seinen Beweis an. (Achtung:
Man muf sich hier explizit mit dem eventuellen Auftreten von Riickwértskanten in
den zunehmenden Wegen auseinandersetzen!) Danach fithre man Satz 3.17 durch
eine geeignete Transformation auf Satz 3.16 zuriick; man vergleiche dazu nochmals
den Beweis von Satz 2.10. Die algorithmische Behandlung erfolgt dann dhnlich wie
im Beweis von Korollar 3.14.

Es sei abschliessend noch bemerkt, daf3 das Schnitt-FluB-Theorem interessante
Anwendungen auf das Problem der Matrizen und Maf3e mit vorgegebenen Rand-
verteilungen besitzt (vgl. beispielsweise Jacobs [1978], Anhang).
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3.4 Der Satz von Baranyai

1973 bewies der junge, 1978 tragisch ums Leben gekommene, ungarische Kombi-
natoriker Baranyai (1948 — 1978, vgl. Katona [1979]) einen tiefliegenden Satz, der
unter anderem ein altes Problem von Sylvester 16st und sich aus dem Ganzheitssatz
ableiten l4a6t. Um diesen ziemlich technischen Satz zu formulieren, benétigen wir
eine vorbereitende Definition; das Hauptinteresse des Satzes liegt dann in der fol-
genden Ubung 3.20, wo wir die eigentlich interessierende Anwendung, nimlich den
Beweis der sogenannten Sylvesterschen Vermutung, kennenlernen werden. Der Satz
von Baranyai ist eine weitreichende Verallgemeinerung, die es gestattet, Induktion
anzuwenden, was fiir den wirklich interssierenden Spezialfall nicht méglich wire.

Seienn, p,r € Njay, ..., 00, aQ11,...,01, 021, .., Ay ..., Qply ..., dpr €
No; und X eine n-Menge. Eine doppelt indizierte Familie

(£ig)i:l ,,,,, p;o=I1,..., r

von Teilmengen der Potenzmenge 2% von X heift eine zu besagten Daten gehorige
Baranyai-Familie, wenn folgendes gilt:

(@) |Bigl =ajpfiri=1,...,pundg=1,...,7

(b) Firalle Be Bj, gilt BC Xund |B|=a; i =1,...,p,0=1,...,7).
(c) Fiirjedeso € {1,...,r}ist U,P:1 B;, eine disjunkte Zerlegung von X.
(d) Firrjedesi € {1,.... p}istU)_; Big = ().

o

Der angekiindigte Satz lautet nun

Satz 3.19 (Satz von Baranyai). Seien n, p,r € N sowie ay,...,ap, aii, ...
apr € No. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(I) Es gibt eine Baranyai-Familie (Bio)i—1,...,p zu diesen Daten.

.....

(I) Die gegebenen Daten erfiillen die Beziehungen

P
(A) Zaia,@ =n firo=1,...,r;

i=1
d n

B) Y aip = (a) firi=1,...,p.
o=1 '

Beweis. (I) = (II) folgt sofort mittels (a)—(d) aus der Definition einer Baranyai-
Familie.

Um (IT) = (I) zu beweisen, fiihren wir Induktion nach n durch. Sei also zunichst
n = 1. Dann ist im Falle «; > 1 stets ;1 = - - - = a;, = 0. Streicht man zunéchst
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alle Daten mit Indizes i, fiir die r; > 1 gilt, und konstruiert man eine Baranyai-
Familie fiir den Rest, so kann man durch Hinzufiigen von lauter 8;, = ¢ die
zunichst ausgeschiedenen Daten wieder berticksichtigen. Es gentigt also, sich mit
dem Fall ohne ausgeschiedene Daten, also mit dem Fall «; € {0, 1} und ((Z) =1
firi =1,..., p, zu befassen. Aus (B) folgt dann:

Zu jedem i gibt es genau ein ¢ mit a;, = 1, alle iibrigen a;, sind =0. Wir setzen

{@} falls a;Q = 1, o = 0
c‘BiQ = {X} falls dip = 1, o = 1
? sonst

Dann gelten (a)—(d) aus obiger Definition, wir haben also eine Baranyai-Familie
zu unseren Daten gefunden.

Wir nehmen nun an, (IT) = (I) sei bis n — 1 bewiesen und weisen diese Aussage
fiir n nach. Dabei interessiert nur der Fall ay, ..., @, > 0 wirklich; denn wenn
man «; = 0 hat, so ist (‘;’l) = 1, also ist unter den a1, .. ., a;; genau ein a;, = 1,
die anderen sind 0, und man hat nur 8;, = {{} sowie B;, = @ firo # o
zu setzen. Also nehmen wir ab jetzt a1, ..., @, > 1 an. Wir bilden nun einen
Digraphen G = (V, E) wie folgt: Sei D = {d,...,dp}, H = {hy,..., h,} mit
|ID| = p,|Hl=r,DNH = @und q,s mit g,s ¢ D U H. Wir setzen nun
V={plUDUHU {s}und

E={qdi|i=1,....,ptU{dihg |i=1,....,p,0=1,...,r}U{hgs |o=1,...,r}.

Weiterhin erkldren wir folgendermalien eine Kapazititsfunktion ¢ auf E:

—1
c(gd;) = (: 1) firi =1,..., p;
; —
c(dihy) = 0 fallsaj, =0 firi=1,....,p,0o=1,...,r;
1 fallsajy #0

chys) =1 firo=1,...,r.

SchlieBlich definieren wir noch ein f : E — R, das wir sogleich als einen
zuldssigen FluB auf N = (G, c, g, s) erkennen werden:

—1
f(qdi):(n ) firi =1,..., p;
o — 1
Qidig _
fdihg) = . firi=1,...,p,0=1,...,r;

fhgs) =1 firo=1,...,r.
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Dies definiert tatséchlich einen FluB: Fiir jedes d; gilt

n—1 o (n ! o
Zufluf} = = — = —a;, = Abflul
e (Oh'—1> n (%’) Z n e !

o=l

nach (B); und fiir jedes A, gilt
ZufluB Xp:aia"g I = AbfluB
uflufl = —=1= u
i1 "

nach (A). Wegen a’nﬂ < 1ist dieser FluB3 in der Tat zuldssig. Die Senke s definiert
einen Schnitt (V \ {s}, {s}), dessen Kapazitit r trivialerweise gleich dem FluBwert
ist, womit unser FluB} sogar maximal ist. Da ¢ nur ganzzahlige Werte annimmt,
gibt es nach Satz 3.8 auch einen ganzzahligen maximalen FluB f’. Dabei unter-
scheidet sich f’ von f hochstens fiir die den Kanten d;h, zugeordneten Werte,
die ja fiir f’ allesamt O oder 1 sein miissen. Wir verwenden nun f’, um unsere
Induktionsannahme auszuniitzen. Dazu setzen wir

n=n—-1, p=2p, r =r;

/I /o . /! _ !/ _ .
o =, e, Q) = Ap; oepH_ozl—l, R azp_ap—l,

ajo— f'djhg) fiirj=1,...,p

/ —
4jo , o
fdj—phy) firj=p+1,...,2p
und wihlen eine Menge X’ mit |X'| = n — 1. Wegen «y,...,a, > 1 gilt
oy, 0 , = 0. Wir iiberpriifen (A) und (B) fiir die neuen Daten (unter Ver-

wendung der entsprechenden Formeln fiir die alten Daten sowie der FluBerhal-
tungsbedingung fiir f):

2p p p
(A) D i, = ailaig — f'(dihg)) + Y (ci — 1) f'(dihy)
i=1

j=1 i=1

P P
=) wiaig— Y f'dihg) =n—1
i=1

i=1
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a , n n—1 n—1
S ranr ()~ (7)-(5)

o=1
d —("‘1> (=1 p)

(B) Za/' _ = a} J=1L...,p
o=1 i n—1 n—1
r=(71)-(3)

J
(G=p+1,...,2p)

Nach unserer Induktionsannahme gibt es somit zu den neuen (,,gestrichenen*) Daten
eine Baranyai-Familie (£}Q)i:1,...,2p;Q=l,‘..,r’ fiir die also gilt:

/ 7 . . _
(a) |;’BjQ|_ajg firj=1,...,2pundpo=1,...,r.
(b) Fiir alle B € JB;.Q gilt B € X' und |B| = Ol; (fir j = 1,...,2p und
o=1,...,r).

(c) Fiir jedes 0 € {1,...,r}ist Uiil JB}Q eine disjunkte Zerlegung von X',

) Upey B, = (jf}) firj=1,...,2p.

Diese Baranyai-Familie beniitzen wir nun, um fiir » eine Baranyai-Familie mit den
Daten n, p,r,ay, ..., ap etc. zu konstruieren. Wir wihlen ein xg ¢ X "und setzen
X := {x0} U X', so daB wir | X| = n erhalten. Wir bilden nun

Big = B, U{(x}) UMM € B, )} firi=1....p o=1...r

Wegen f’(dih,) € {0, 1}, |£1’D+i’g| = f'(dihy) und Zip:l f'(dihy) = 1 gibt es

. . ) B ; . .
zu jedem @ genau ein i, mit |JBp+l.g’Q| =1, etwa £p+i9,g = {M,}, wobei M,

Michtigkeit o;, — 1 und somit {xo} U M, Michtigkeit o; 0 hat. Wir erhalten:

@) |Biol = 1B],| +18),1; ,| = aio — f'(diho) + f'(dihg) = a;,

(fuiri=1,...,pundo=1,...,r)
(b) Jedes B € B;, hat Machtigkeit o; (fiiri = 1,..., p) :

Denn die E € B] o haben Michtigkeit o; und die M € JB; +i,p haben
Michtigkeit a;) 4i = Q1,80 daBl dann {xpo} U M ebenfalls Michtigkeit
o; hat.

(c) Fiir ein festes ¢ € {1,...,r} bilden die E € Uiil [B}Q eine disjunkte

Zerlegung von X’. In allen :B; +i,p Zusammen steckt nur eine einziges M,;

dieses wird um xo vergrofert, so dafl Ule Bi, tatsdchlich eine disjunkte
Zerlegung von X bildet.
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(d) Firjedesi =1,..., p gilt
r r r
UBie==J8,vJlxiumMmes, )
o=l o=l o=l

Hier ist Uy, B;, = (X/) und

o;

' , X X’
Utttumime s, .= )\(, )
Q:l l l
so daB (J,—; Bip = (;(l) folgt.

Damit ist der Induktionsschritt vollendet und unser Satz bewiesen. O

Ubung 3.20 (Sylvestersche Vermutung). Seien m,k € N. Dann kann man die

Menge aller k-Teilmengen von {1, ..., mk} disjunkt in Mengensysteme
£1, ey :B(mkfl
k—1
zerlegen, die ihrerseits jeweils eine disjunkte Zerlegung von {1,...,mk} in m

Mengen der Michtigkeit k sind.

Hinweis: Man verwende den Satz von Baranyai mitn = mk, p = 1, a1 = &,
-1 k—1 .
= (2’71) = (”}(71 ),aipo =m(firg=1,...,r).



III Orthogonale lateinische Quadrate

Die orthogonalen lateinischen Quadrate bilden eine der interessantesten Strukturen
in der Kombinatorik und sind ein unentbehrliches Hilfsmittel in der Design-Theorie.
Sie haben ihren Ursprung in einem von Euler gestellten Problem der Unterhaltungs-
mathematik, besitzen aber selbst aulerhalb der Mathematik wichtige Anwendun-
gen, wie etwa in der Versuchsplanung oder der Codierungstheorie. Wir konnen hier
nur eine ziemlich kurze Einfiihrung geben; fiir ausfiihrlichere Darstellungen sei der
Leser auf die einschldgigen Kapitel bei Beth, Jungnickel und Lenz [1999] sowie
auf die Monographien von Dénes und Keedwell [1974, 1991] und das Buch von
Hedayat, Sloane und Stuffken [1999] verwiesen, in dem die allgemeinere Theorie
der orthogonalen Arrays behandelt wird.

1 Problemstellung und Historisches

Die beiden quadratischen Matrizen

und

(US T N I

2
3
1

N — W
o S Q
SIS
S 0

sind lateinische Quadrate der Ordnung 3: in jeder Zeile und in jeder Spalte stehen
die jeweils verwendeten drei Symbole in einer gewissen Anordnung. Die beiden
obigen lateinischen Quadrate sind dquivalent: Sie gehen durch die Umbenennung
1 < a,2 < b, 3 <> c ineinander iiber. Die Matrizen

1
2
3

—_— W N

3 1
1 und 3
2 2

W = N

3
2
1

sind zwei lateinische Quadrate der Ordnung 3. Sie sind keineswegs &dquivalent,
sondern orthogonal; geht man nédmlich die neun Felder in beiden Matrizen gleich-
zeitig durch, so sammelt man gerade alle neun moglichen geordneten Paare von
Symbolen auf:
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1. Zeile: (1,1),(2,2),(3,3)
2. Zeile: (2,3),(3,1),(1,2)
3. Zeile: (3,2),(1,3),(2,1)

All dies ist noch Intuition und keine prézise Mathematik. Bevor wir uns einer stren-
gen Theorie der orthogonalen lateinischen Quadrate widmen, sind einige historische
Anmerkungen am Platze.

Die Theorie der orthogonalen lateinischen Quadrate beginnt mit der Abhand-
lung von Euler [1782]. Euler hatte, vielleicht um dem Zaren, dem er damals in St.
Petersburg als Akademiemitglied diente, eine Freude zu machen, das Problem der
Orthogonalitit von lateinischen Quadraten fiir die Ordnung 6 als ,,Probleme des
36 officiers” eingekleidet; unter diesem Namen ist es lange Zeit behandelt worden.
Eine modernere Einkleidung lautet wie folgt: Kann man ein quadratisches, in 36
Quadrate unterteiltes Versuchsfeld in zwei Versuchsgéngen jedesmal so mit sechs
Diingemitteln diingen, dal} bei jedem der beiden Versuche in jeder Zeile und Spalte
eine Permutation der sechs Diingemittel aufritt und auf den 36 Teilfeldern bei den
beiden Versuchen jedes der 36 méglichen geordneten Diingemittel-Paare genau ein-
mal realisiert wird? Euler duflerte aufgrund zahlreicher Beispiel-Untersuchungen
die Vermutung, immer wenn n die Form n = 2 + 4k habe, gebe es keine zwei
orthogonalen lateinischen Quadrate der Ordnung n. Das wéren also die Ordnungen
6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34,... Um 1900 bewies Tarry [1900,1901] mittels lang-
wieriger Aufzéhlungen, daB3 es keine zwei orthogonalen lateinischen Quadrate der
Ordnung 6 gibt. Kiirzere Beweise fiir diese Tatsache gaben Fisher und Yates [1934]
(die Anwendungen wie die oben skizzierte vor Augen hatten), Betten [1983] sowie
Stinson [1984]; den Beweis von Betten kann man auch in § X.13 von Beth, Jung-
nickel und Lenz [1999] nachlesen. 1958/59 wurde schlielich ein Paar orthogonaler
lateinischer Quadrate der Ordnung 10 entdeckt:

Aa Eh Bi Hf Cj Jd 1Ig De Gb Fc
If Bb Fh Ci Ha Dj Je Eg Ac Gd
Jg la Cc Gh Di Hb Ej Ff Bd Ae
Fj Jf Ib Dd Ah FEi Hc Ga Ce Bg
Hd Gj Ja Ic Ee Bh Fi Ab Dg Cf
Gi He Aj Jb Id Fg Ch Bc Ef Da
Dh Ai Hg Bj Jc Ie Gf Cg Fa Eb
Be Cg Df Ea Fb Ge Ad Hh Ii Jj
Cb Dc Ed Fe Gg Af Ba 1Ij Jh Hi
Ec Fd Ge Ag Bf Ca Db Ji Hj Ih

Wir werden spiter sehen, wie man derartige Paare orthogonaler lateinischer
Quadrate wesentlich einfacher finden und darstellen kann.
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Bald darauf brach die Eulersche Vermutung auch fiir n = 14 zusammen. ,,The
end of Euler kam 1959 mit den Abhandlungen von Bose und Shrikhande [1959,
1960] sowie Bose, Shrikhande und Parker [1960], deren Autoren den Beinamen
»the Euler spoilers” erhielten. Daf} bei kombinatorischen Problemen indische Ma-
thematiker eine besondere Rolle spielen, ist eine Tatsache, wie die Inder iiberhaupt
iiber eine jahrtausendealte glanzvolle mathematische Tradition verfiigen.

2 Grundbegriffe und erste Existenzaussagen

Definition 2.1. Seien » € N und R, C, S Mengen mit |R| = |C| = |S| = n.
(R wie ,,rows”*, C wie ,,columns”, S wie ,,symbols™.)

1.  Eine Abbildung L: R x C — S heif3t ein lateinisches Quadrat der Ordnung
n, wenn
a) fiir jedes r € R die durch ¢ — L(r, c¢) gegebene Abbildung C — S
b) fiir jedes ¢ € C die durch r — L(r, c) gegebene Abbildung R — §
bijektiv ist.

2. SeienL: RxC — Sund L': R x C — S’ zwei lateinische Quadrate der
Ordnung n = |R| = |C| = |S| = |S’|. Man sagt, L und L’ seien orthogonal,
wenn

{(L(r,c),L'(r,c)) |[reR,ceC}=8Sx§
gilt.

3. FEine Menge M von lateinischen Quadraten mit denselben Mengen R, C heif3it
orthogonal, wenn ihre Elemente paarweise orthogonal sind. Wenn M aus n

Quadraten besteht, spricht man auch von n MOLS (fiir mutually orthogonal
Latin squares).

Es ist ganz leicht, mittels zyklischer Vertauschung ein lateinisches Quadrat
L:RxC— SmitR=C=S8={0,...,n— 1} herzustellen:

0 1 2 ... n—1

1 2 3 ... 0

2 3 4 ... 1
n—-2 n—1 0 ... n-3
n—1 0 1 ... n—=2

Wir konnen dieses Quadrat auch als die Cayley-Tafel der zyklischen Gruppe der
Reste modulo n deuten; etwas allgemeiner ist die Cayley-Tafel einer beliebigen
endlichen Gruppe stets ein lateinisches Quadrat. Man kann auch jedes ,.lateinisch
angefangene™ Quadrat ,lateinisch vollenden®, wie der folgende Satz zeigt.
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Satz2.2. Sein € N, |R| = |C| = |S|=n, Ry & R, und Lo: Ry x C — S so
beschaffen, dafs

e fiir jedesr € Rgdie durchc +— Lo(r, c) gegebene Abbildung C — S bijektiv
und

e fiir jedes ¢ € C die durchr +— Lg(r, c) gegebene Abbildung R — S injektiv
ist;

Lo heif3t dann ein lateinisches Rechteck. Dann gibt es zu beliebigem r; € R\ Ro
eine bijektive Abbildung L : C — S derart, dafs fiir Ry = Ro U {r1} die durch

Lo(r,c) fiirr € Rg,c € C

Litre) = {L(c) firr=r,ceC

gegebene Abbildung L1: Ry x C — § wieder ein lateinisches Rechteck (also im
Falle R| = R ein lateinisches Quadrat) ist.

Es ist klar, wie man durch wiederholte Anwendung dieses Satzes lateinische
Quadrate aufbauen kann.

Beweis von Satz 2.2. Wir wenden den Heiratssatz I1.1.1 an: C sei die Menge der
Damen, S die Menge der Herren. Ein Freundschaftssystem wird durch

F(c)=S\{Lo(r,c) |r € Ry} (ceC)

gegeben. In der Tat gilt die Party-Bedingung: Seif) # C’ € Cund S’ = |, F(0);
um |S’| > |C’| nachzuweisen, bilden wir die Menge

P ={s.c)|seS, ceC seF()

Da fiir ¢ € C’ stets {s | (s,c) € P’} = F(c) gilt, folgt |P'| = |C'|(n — |Ro|).
Andererseits gilt fiir jedes s € S’

HelceC (s,0)e P} =|{clceC, seF()
=|{clceC s ¢{Lo(r,c)|r e Ro}}
< HclceC, s &{Lo(r,c)|re Rol}
=n —|Rol

(weil s in genau | Rg| Spalten vorkommt), woraus | P’| < |S'|(n — | Ro|) folgt. Somit
erhalten wir |C’| < |S’|, wie gewiinscht. Es geniigt nun, L als eine zum besagten
Freundschaftssystem passende Heirat zu wihlen. O

Die Essenz eines lateinischen Quadrates liegt nicht in den verwendeten Sym-
bolen, sondern in deren Anordnung. Deshalb treffen wir die
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Definition 2.3. Sein € N, |R| = |R'| = |C| = |C'| = |S| = |S’| = n; seien
0:R—> R,y:C— C',o:S — S Bijektionen. Ferner seien L: R x C — §
sowie L': R’ x C" — §’ lateinische Quadrate, und es gelte

L) =0 '(L'(e(r).¥(c) (reR, ceC).
Dann heien L und L' dquivalent, in Zeichen L ~ L.

Man zeigt leicht, daB ~ in jeder Menge von lateinischen Quadraten eine Aquiva-
lenzrelation ist. Weiterhin gilt das folgende, intuitiv einleuchtende Resultat, dessen
formalen Beweis wir dem Leser als Ubung iiberlassen.

Lemma24. Sein € N, |[R|=|C| =S| =---=|S|=|S]|=---=IS/|=n
und Lj : R x C — §; sowie L’j :RxC — S} (j = 1,...,r) lateinische
Quadrate. Falls Ly ~ L, ..., L, ~ L, gilt, sind folgende Aussagen dquivalent:

(D) {Ly, ..., L} ist orthogonal
(@) {L},..., L.} ist orthogonal. O
Lemma 2.4 er6ffnet betrdchtliche Normierungsmoglichkeiten. Sind nédmlich

Ly,...,L,: RxC — S paarweise orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung
n = |R| = |C| = |S|, so darf man per dquivalenter Abénderung

R=C=8={1,...,n} und L;(,k)=kfirj=1,....,r;k=1,...,n
annehmen. Alle L ;j haben also, als Matrizen geschrieben, die erste Zeile
(123 ...n).

Werfen wir noch einen Blick auf die Werte L;(2, 1) fiir j = 1,...,r. Sie sind
samtlich von 1 verschieden, weil das Symbol 1 in der ersten Spalte schon als
L;(1,1) vorkommt; ferner sind sie paarweise verschieden, weil im Falle j, k €
{1,...,r},j#kaus L;(2,1) = L(2,1) = s sofort

(Lj(L,8), Lx(1,5)) = (s,8) = (L;(2, 1), Ly (2, 1))

folgen wiirde, was mit {(L ; (, ¢), Li(r,c)) | r € R, c € C} = S x S nicht vereinbar
ist. Es kann also maximal n — 1 orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung n
geben. Daher liegt es nahe, die folgende Funktion einzufiihren:

N (n) = max{r | es gibt r MOLS der Ordnung n}.

Ublicherweise fiihrt man noch die Konvention N (1) = oo ein. Mit dieser Notation
konnen wir das eben bewiesene Ergebnis wie folgt festhalten:
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Satz 2.5. Fiirn e N\ {1} gilt N(n) <n—1. O

Diese Abschitzung ist fiir Primzahlpotenzen n scharf, siehe Ubung 3.11 bzw.
Satz 5.4. Das schon einleitend zitierte Ergebnis von Tarry bedeutet N (6) = 1. Nach
wie vor ist n = 6, abgesehen von Primzalpotenzen n, der einzige Wert von n, fiir
den N (n) exakt bekannt ist. Im iibrigen kennt man nur untere und obere Schranken,
die in den meisten Fillen erniichternd weit auseinanderliegen. Trotz intensiver
Forschungsanstrengungen bleibt das Verhalten der Funktion N (n) weitgehend ein
Riitsel!

Fiir viele Beweise ist es praktisch, unsere bisherige Darstellung orthogonaler
Mengen von lateinischen Quadraten etwas abzuindern. Dazu dient die folgende

Definition 2.6. Seien k,n € N, |K| = k, |G| = n?, |S| = n. Eine Abbildung
O : K x G — S heilit ein orthogonales Array der Ordnung n vom Grad k bzw.
kurz ein OA(k, n), wenn fiir beliebige i, j € K miti # j

2.1) {(03G,8),0(j.8) 1 g€Gl=8xS
gilt.

Wir werden nun alsbald zeigen, da} ein orthogonales (k, n)-Array und eine
orthogonale Menge von k — 2 lateinischen Quadraten zwei Arten sind, ein und
denselben Sachverhalt auszudriicken. Vorher iiberlegen wir uns aber noch fiir or-
thogonale (k, n)-Arrays gewisse Moglichkeiten der Normierung. Ganz dhnlich wie
fiir lateinische Quadrate fiihrt man auch hier einen Aquivalenzbegriff ein: Bijektive
Abédnderungen von K, G, S machen aus einem orthogonalen (k, n)-Array wieder
ein orthogonales (k, n)-Array. Dann aber diirfen wir 0.B.dA. K = {1,...,k},
G={1,..., nz} und S = {1, ..., n} annehmen und unser orthogonales (k, n)-
Array normieren, also als eine (k x n?)-Matrix der folgenden Form schreiben:

11...1 22...2 33...3 ... nn...n

12...n 12...n 12...n ... 12...n
(*)

Wenn wir nunmehr eine eineindeutige Beziehung zwischen orthogonalen (k, n)-
Arrays und orthogonalen Mengen von k — 2 lateinischen Quadraten der Ordnung
n herstellen, beniitzen wir die obersten beiden Zeilen eines wie oben normierten
orthogonalen Arrays sozusagen zum Indizieren von n-reihigen Matrizen, die den
restlichen k — 2 Zeilen entsprechen: Die ersten n Glieder der j-ten Zeile (j > 2)
von O bilden die erste Zeile der Matrix L ;, die nédchsten n die zweite Zeile etc.
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Da die ersten n Glieder der j-ten Zeile von O mit den ersten n Gliedern der ersten
Zeile, also mit n Einsen, alle Paare mit erster Komponente 1 realisieren miissen,
enthilt die erste Zeile von L ; eine Permutation von {1, ..., n}; ebenso schlieit man
fiir die zweite Zeile von L ; etc. Bringt man die zweite Zeile von O analog ins Spiel,
so sieht man, daB auch in jeder Spalte von L j alle Zahlen 1, . . ., n vorkommen, daf3
also L ; ein lateinisches Quadrat der Ordnung 7 ist. DaB je zwei der Quadrate L ;
mit j > 2 orthogonal sind, folgt direkt aus der entsprechenden Eigenschaft von O.

Sind umgekehrt k — 2 paarweise orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung
n — etwa gleich in der frither angegebenen Normierung — gegeben, so verwandle
man jedes von ihnen in eine Zeile der Linge n2, in dem man auf die erste Zeile die
zweite Zeile folgen 146t etc. Dann ergéinze man die ersten beiden Zeilen so, daf3
man eine Matrix der Form (x) erhilt. Man zeigt dann leicht, dafl auf diese Weise
ein OA(k, n) entsteht.

Der Leser moge als Ubung ein exaktes Aquivalent der soeben gemachten, ab-
sichtlich etwas intuitiv gehaltenen Ausfiihrungen unter expliziter Angabe aller vor-
kommenden Mengen und Abbildungen aufschreiben.

Wir werden spiter noch die folgende spezielle Klasse von orthogonalen Arrays
benétigen:

Definition 2.7. Seienk,n € N, |K| =k, |G| =n%,|S| =nundsei O :K x G —
S ein orthogonales (k, n)-Array. Man nennt Go C G eine Parallelklasse (fiir O),
wenn |Gg| = n gilt und fiir jedes j € K

{0(.9) g€ Go} =S

ist, wenn also die Spalten in G in jeder Zeile jedes Symbol genau einmal enthalten.
Das Array O heilt auflosbar, wenn es eine disjunkte Zerlegung von G in (natiirlich
n) Parallelklassen gibt.

Normierungsbetrachtungen, wie sie uns schon geldufig sind, zeigen, daf man
ein auflosbares orthogonales (k, n)-Array O stets 0.B.d.A. in der Form

12... 12...n 12...n ... 12...n

12...
() 12...

12...

S S = 3

annehmen kann. Hierbei entsprechen die Blocke von je n Spalten der Matrix den
Parallelklassen fiir O.

Wir zeigen nun, daf ein auflosbares OA(k, n) nur eine andere Blickweise auf ein
OA(k+1, n) darstellt. Zum Beweis nehmen wir zundchst an, daf3 uns ein auflosbares
OA(k, n) in der Form (%) gegeben ist. Dann lege man eine nullte Zeile

(11...1 22...2 33...3 ... nn...n).
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obenauf. Das Resultat ist ein orthogonales (k + 1, n)-Array in der Normierung (x),
wie man leicht einsieht. Umgekehrt sei nun ein OA(k + 1, n) in der Normierung
(*) gegeben; man lasse die oberste Zeile fort. Das Resultat ist dann offenbar ein
auflosbares OA(k, n).

Wir fassen unsere Uberlegungen zu orthogonalen Arrays zusammen:

Satz 2.8. Seien k,n € Nundk > 3. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) Es gibt k — 1 orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung n.
(b) Es gibt ein orthogonales (k + 1, n)-Array.

(c) Es gibt ein auflosbares orthogonales (k, n)-Array. O

Orthogonale Arrays, wie wir sie eben eingefiihrt haben, sind nur ein Spezial-
fall eines wesentlich allgemeineren Begriffs, der in der Design-Theorie intensiv
untersucht wird. Einerseits kann man (2.1) durch die Forderung ersetzen, daf} die
Elementepaare in zwei verschiedenen Zeilen des Arrays jedes Element von § x §
mit einer konstanten Hiufigkeit A enthalten, und andererseits kann man statt Paaren
von Zeilen auch ¢-Tupel von Zeilen mit # > 3 betrachten und dann eine konstante
Hiufigkeit fiir die #-Tupel in S’ fordern; so gelangt man zum Begriff eines ortho-
gonalen Arrays der Ordnung n vom Grad k, der Stdrke t und dem Index A. Wir
verweisen hierfiir auf die bereits zitierten Biicher Beth, Jungnickel und Lenz [1999]
sowie Hedayat, Sloane und Stuffken [1999].

3 Endliche Korper

Die endlichen Korper sind ein unentbehrliches Hilfmittel fiir die Konstruktion
orthogonaler lateinischer Quadrate und werden von uns auch sonst noch héufig
benotigt werden, beispielsweise beim Studium von Codes, projektiven Ebenen und
Blockplinen. In diesem kurzen Abschnitt wollen wir — fiir Leser, die mit diesen
algebraischen Strukturen nicht so recht vertraut sind — eine kurze Zusammenfas-
sung der wichtigsten Resultate sowie einige kleine Beispiele — teils als Ubungen —
angeben. Es gibt eine ganze Reihe von Monographien iiber endliche Korper; wir
verweisen beispielsweise auf Liineburg [1979], Lidl und Niederreiter [1994,1996]
sowie auf Jungnickel [1993]. Eine besonders elementare Einfiihrung in die Theorie
der endlichen Korper findet sich im Buch von McEliece [1987].
Es gehort zur Allgemeinbildung, dal man den folgenden Satz kennt:

Satz 3.1. Ist K ein endlicher Kirper, so ist |K | eine Potenz g = p® einer Primzahl
p, der Charakteristik von K. Zu jeder Primzahlpotenz q gibt es einen bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmten Korper K = GF(q) mit q Elementen. O
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Ubung 3.2. Man zeige, daB in der Menge {a, b} (mit @ # b) durch die Ver-
kniipfungstafeln

+|lalb -lal|b
alalb alala
b|b|a blal|b

eine Addition + und eine Multiplikation - derart erklért sind, daB {a, b} ein Korper
wird. Ublicher ist es allerdings, die Elemente mit O, 1 statt a, b zu bezeichnen: 0
ist dann die Korper-Null, 1 die Kérper-Eins von GF (2).

I"Jbung 3.3. Seiena, b, ¢, d paarweise verschieden. Man zeige: die partiellen Ver-
kniipfungstafeln

+|la|b|lc|d al|lb|c|d
alal|b alala
b|b|a blal|b

c c

d d

lassen sich auf genau eine Weise derart erginzen, dal {a, b, ¢, d} ein endlicher
Korper wird.

Die beiden vorstehenden Ubungen machen mit GF(2) bzw. mit GF (2%) =
GF (4) bekannt. Wie kann man nun allgemein GF'(q) konstruieren? Fiir Primzahlen
p kennen wir GF (p) bereits: Hier erhalten wir (wegen der Eindeutigkeit bis auf
Isomorphie) als kanonisches Beispiel den Korper Z, der Reste modulo p. Fiir
echte Primzahlpotenzen ¢ = p“ ist Z, natiirlich kein Korper, da beispielsweise
das Element p nicht invertierbar, sondern ein Nullteiler ist. In der Algebra lernt
man, da} man fiir g = p® mita > 1 den Korper GF(g) als

Zplx1/(f)

konstruieren kann, wobei f ein irreduzibles Polynom vom Grad a iiber Z,, ist.!
Beweise hierfiir findet man in den bereits erwdhnten Biichern; wir geben hier als
Beispiel die Konstruktion von GF(8) an.

Beispiel 3.4. Das Polynom f(x) = x> + x + 1 hat iiber Z, keine Nullstelle und
ist als Polynom vom Grad 3 somit irreduzibel. Daher konnen wir K = GF(8) =

! Eine formale Definition von Polynomen und damit zusammenhingenden Begriffen werden wir in
§ VIILS geben.



III.3 Endliche Kérper 71

Z[x]/(f) konstruieren, indem wir zu Z; eine Nullstelle w von f adjungieren. Die

Elemente von K sind also 0, 1, w, w? sowie
w0 =w +1,
ot = w? + w,
w :a)3—|—a)2 :w2+w+1,

a)6:a)3—|—a)2+a}:w2—|—l.

Man beachte, daB in der Tat v’ = @® + w = 1 gilt und daf3 die Potenzen 1 = @,
o und w? eine Basis von GF(8) als Vektorraum iiber Z, bilden.

Allgemeiner gilt folgendes: Wenn man zu Z,, eine Nullstelle  eines irredu-
ziblen Polynoms f vom Grade a adjungiert, so erhdlt man K = GF(p“); dabei
bilden 1, w, ..., w* ! eine Basis von K als Vektorraum iiber Z p. Im allgemei-
nen gilt jedoch nicht, daf} die Potenzen von w samtliche Elemente von K liefern
miissen. Jedoch kann man zeigen, dafl es — wie in unserem Beispiel 3.4 — stets
ein geeignetes irreduzibles Polynom gibt, fiir welches dies in der Tat der Fall ist.
Derartige irreduzible Polynome hei3en primitiv; ihre Existenz ist gleichbedeutend
mit dem folgenden grundlegenden Satz liber die Struktur endlicher Korper, wobei
wir GF(q)* = GF(q) \ {0} schreiben.

Satz 3.5. Die multiplikative Gruppe (GF(q)*, -) eines endlichen Kirpers GF(q)
ist stets zyklisch. O

Jedes erzeugende Element 8 der zyklischen Gruppe GF (¢)* heiit ein primitives
Element fiir GF (q). Die primitiven Elemente von GF (q) sind —fiirg = p® —gerade
die Nullstellen primitiver Polynome vom Grad a iiber Z ,. Tabellen irreduzibler bzw.
primitiver Polynome fiir kleinere Werte von ¢ findet man bei Lidl und Niederreiter
[1996].

Ubung 3.6. Man finde (durch Probieren) ein primitives Polynom vom Grad 2
iiber Z3, konstruiere mit seiner Hilfe den Korper K = GF(9) und gebe simtli-
che Elemente von K explizit als Potenzen eines primitiven Elementes an. Ebenso
fiir GF(16).

SchlieBlich geben wir noch zwei weitere grundlegende Struktursitze an, die die
moglichen Teilkorper und die Automorphismen endlicher Korper beschreiben. Da-
bei ist ein Automorphismus von K = GF(g) natiirlich eine Bijektion, die Addition
und Multiplikation respektiert. Klar ist auch, daf jeder Teilkorper von K dieselbe
Charakteristik p haben muf}, wie unmittelbar aus Satz 3.1 folgt.
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Satz 3.7. Der endliche Korper GF(p®) enthiilt genau dann einen zu GF (p®) iso-
morphen Teilkorper, wenn b ein Teiler von a ist. O

Anders ausgedriickt bedeutet Satz 3.7, daB der Teilkorperverband von GF (¢%)
zum Teilerverband von a isomorph ist.

Satz 3.8. Die Automorphismengruppe von GF (p®) ist zyklisch von der Ordnung
a und wird vom Frobeniusautomorphismus o : x — x? erzeugt. O

Ubung 3.9. Insbesondere besagt Satz 3.8, daB fiir endliche Korper der Charakte-
ristik p der ,,Schiilertraum® (a 4+ b)? = aP + bP Realitit ist. Man beweise diese
Aussage mithilfe des binomischen Satzes 1.2.6.

Ubung 3.10. Wir bezeichnen die Menge aller Quadrate x> mit x € GF(g)* mit
GF (q)". Wie Satz 3.8 zeigt, gilt GF (¢)° = GF(g)*, falls ¢ gerade ist. Fiirungerade
g beweise man, daB GF (¢)" eine Untergruppe der Ordnung (g — 1)/2 von GF (¢g)*
ist und dal —1 genau dann ein Quadrat ist, wenn ¢ = 1 (mod 4) gilt.

Dies schliefit unsere kurze Einfiihrung tiber endliche Korper ab. Die folgen-
de Ubung gibt eine erste Anwendung auf lateinische Quadrate; sie zeigt, daB die
Abschitzung aus Satz 2.5 fiir Primzahlpotenzen n scharf ist. Im tibernéichsten Ab-
schnitt werden wir hierfiir einen Alternativbeweis angeben, siehe Satz 5.4.

Ubung 3.11. Sei g eine Primzahlpotenz und R = C = § = GF(q) der endliche
Korper mit g Elementen. Wir verwenden die multiplikative Gruppe GF (¢)* zum
Indizieren und setzen

Li(r,c)=rj+c (jeGF(@)"; r,ceGF(g).

Man zeige, da} sich so g — 1 paarweise orthogonale lateinische Quadrate der
Ordnung ¢ ergeben.

4 Der Satz von MacNeish

Fiir den Nachweis von Existenzaussagen liber orthogonale lateinische Quadrate
bedient man sich einer Mischung von direkten und rekursiven Konstruktionsme-
thoden. In diesem Abschnitt stellen wir die einfachste rekursive Konstruktion vor,
wobei wir uns der Sprache der orthogonalen Arrays bedienen werden. Der Beweis
des folgenden Satzes ist eine einfache Ubungsaufgabe, die wir dem Leser iiberlas-
sen.
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Satzd.1. Seien k,m,n € N, |[K| = k, |G| = m?, |H| = n% |S| = m, |T| =
n. Ferner sei P: K x G — § ein orthogonales Array fiir K, G, S und Q ein
ebensolches fiir K, H, T. Dann ist durch

03, (g M) = (P8, 0(.h) (jeK,geG heH)

ein orthogonales Array O fiir K, G x Hund S x T gegeben. O

Korollar 4.2. Seien k, m,n € N. Gibt es ein orthogonales (k, m)-Array und ein
orthogonales (k, n)-Array, so existiert auch ein orthogonales (k, mn)-Array. O

Als weitere Folgerung erhalten wir den Satz von MacNeish [1922]:

Satz 4.3 (MacNeish-Schranke). Istn € N, undistn = p{' ... py" die Primfaktor-
zerlegung von n, so gilt

N(n) > min{py' — 1,..., pir — 1}.

Beweis. Nach Ubung 3.11 bzw. Satz 5.4 gibt es fiiri = 1, ..., m eine (pfi — 1)-
elementige orthogonale Menge von lateinischen Quadraten der Ordnung pl.si bzw.
ein orthogonales ( pfi + 1, pf’ )-Array. Aus jedem dieser orthogonalen Arrays darf
man einige Zeilen weglassen und auf diese Weise fiir k = min{p}' +1, ..., pyi' +1}
orthogonale (k, pj.j )-Arrays (j = 1, ..., m) herstellen. Nach Korollar 4.2 gibt es
dann auch ein orthogonales (k, pf‘ ... pamy-Array, also ein orthogonales (k, n)-
Array, d. h. eine orthogonale Menge von k — 2 = min{p}' — 1,..., pyi' — 1}
lateinischen Quadraten. O

Aus dem Satz von MacNeish folgern wir sofort: Kommt in der Primfaktorzer-

legung n = pil ... Py von n der Faktor 2 entweder gar nicht oder mindestens in
zweiter Potenz vor, womit also min{pil —1,...,ppmy =2 gilt, so ist N(n) > 2.

Es gilt also:

Korollar 4.4. Sei n € N. Wenn n nicht von der Form n = 4m + 2 ist, gibt es ein
Paar orthogonaler lateinischer Quadrate. O

Fiir die Frage nach der Existenz von Paaren orthogonaler lateinischer Quadrate
sind somit nur die Ordnungen der Form 4m + 2, d. h. 6, 10, 14, ... kritisch, weil
hier der Satz von MacNeish kein Ergebnis liefert. Im Rest dieses Kapitels wird es
also vor allem um diese kritischen Fille gehen.
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S Differenzmatrizen

In diesem Abschnitt stellen wir einige besonders wichtige Konstruktionen vor, die
sogenannte ,Differenzmethoden” verwenden. Dazu sei im folgenden G stets ei-
ne endliche, additiv geschriebene Gruppe; der Einfachheit halber setzen wir G
als abelsch voraus, um nicht auf die Additionsreihenfolge achten zu miissen, ob-
wohl simtliche Konstruktionen auch auf nicht-abelsche Gruppen iibertragen wer-
den konnen. In nahezu allen wichtigen Anwendungen — die man in grofler Zahl
zusammen mit weiteren Varianten der hier vorgestellten Methoden bei Beth, Jung-
nickel und Lenz [1999] findet — ist G in der Tat abelsch. Wir beginnen mit einer
direkten Konstruktion.

Definition 5.1. Sei D = (d;;) (i = 1,...,k; j = 1,...,n) eine Matrix mit
Eintrdgen aus einer abelschen Gruppe G der Ordnung 2, die die folgende Bedingung
erfiillt:

(5.1) {din—dip |h=1,....,0 =G G, j=1,....k i ),

d. h., jedes Element von G tritt fiir i # j genau einmal als Differenz der Form
dip — dj auf. Dann hei3t D eine (n, k)-Differenzmatrix tiber G.

Differenzmatrizen wurden von Bose und Bush [1952] fiir die Konstruktion or-
thogonaler lateinischer Quadrate eingefiihrt; dieser Ansatz ist jedoch zur Konstruk-
tion mittels ,,Orthomorphismen® einer Gruppe, die bereits von Mann [1942,1943]
stammt, dquivalent. Der Term ,,Differenzmatrix™ wurde von Jungnickel [1980] ge-
prigt, der diejenigen Mengen von orthogonalen lateinischen Quadraten, die zu Dif-
ferenzmatrizen gehoren, charakterisiert hat; interessanterweise erfiillt diese Klasse
die Eulersche Vermutung, siehe Ubung 5.5. Doch zunichst zur Konstruktionsme-
thode:

Satz 5.2. Die Existenz einer (n, k)-Differenzmatrix D iiber einer abelschen Gruppe
G impliziert N(n) > k — 1.

Beweis. Wir listen die Elemente von G als g1 = 0, g2, ..., g, auf und definieren
die (k x n?)-Matrix O wie folgt:

O=(D D+g ... D+gu),

wobei die Matrix D + g5 aus D durch Addition von g5 zu jedem Eintrag von
D hervorgehe. Wir behaupten, daB O ein auflosbares orthogonales (k, n)-Array
fiir die Symbolmenge G ist. Die Auflosbarkeit folgt dabei unmittelbar aus der
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Konstruktion: Da fiir beliebiges x die Elemente x + g1, ..., x + g, die gesamte
Gruppe G durchlaufen, definieren die Mengen

dpn={h,n+h,....(n=Dn+h} (hell,...,n})

von Spaltenindizes offenbar n Parallelklassen fiir O. Nun seien also zwei verschie-
dene Zeilen von O gegeben, etwa die Zeilen i und j. Aufgrund der definierenden
Eigenschaft (5.1) einer Differenzmatrix gibt es dann fiir jedes Symbol g € G ge-
nau einen Index 2 € {1,...,n} mit d;, = dj;, + g. Dann durchlaufen aber die
entsprechenden n Paare in der zu {;, gehorenden Parallelklasse, ndmlich

<djh + g) (djh +g+ gz) <djh +g+ gn>
din )"\ dp+g )N diptgn )
gerade alle n Paare in G x G der Form (g’;g)_ Die Behauptung folgt somit aus
Satz 2.8. O

Satz 5.2 gestattet uns nun einen einfachen Beweis des bereits in Ubung 3.11
angegebenen Resultates. Zuvor aber noch zwei konkrete Beispiele:

Beispiel 5.3. Die Matrix

00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00
00 01 02 03 04 05 10 11 12 13 14 15
00 03 10 01 13 15 02 12 05 04 11 14
060 12 01 15 05 13 03 14 02 11 10 04
00 04 15 14 02 11 12 10 13 01 03 05
00 10 12 02 11 01 13 15 04 14 05 O3

ist eine (12,6)-Differenzmatrix {iber der Gruppe G = Z, @ Z¢, wobei wir die
Elemente von G kurz in der Form xy statt (x, y) geschrieben haben. Das folgt durch
einfaches (wenn auch ldngliches) Nachrechnen. Ebenso ist die Matrix
D=(A —A 0) mit

0 0 O 0 0 0 0

1 2 3 4 5 6 7

A= 2 5 7 9 12 4 1
6 3 14 10 7 13 4

10 6 1 11 2 7 12

eine (15,5)-Differenzmatrix iiber Z;5. Diese beiden Beispiele stammen von John-
son, Dulmage und Mendelsohn [1961] bwz. Schellenberg, van Rees und Vanstone
[1978] und zeigen — mit Satz 5.2 — die folgenden Schranken:

(5.2) N(12) > 5, N(15) > 4.
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Satz 5.4. Fiir jede Primzahlpotenz q gilt
(5.3) N@) =q—1.

Beweis. Die Multiplikationstafel D = (dx ;) mitdy ; = x - z (x, z € GF(q)) des
endlichen Korpers K = GF(q) ist eine (g, g)-Differenzmatrix iiber der additiven
Gruppe (K, +), wie unmittelbar aus der Giiltigkeit des Distributivgesetzes folgt:

{de;—dy;lz€ K} ={xz—yz|lze K}) ={(x—y)z|lz€e K}) =K

fiir alle x, y € K mit x # y. Die Behauptung ergibt sich somit aus den Sétzen 5.2
und 2.5. a

Die folgende Ubung ist zu einem Spezialfall eines Ergebnisses von Hall und
Paige [1955] 4quivalent. In der von uns angegebenen Form findet man sie bei
Jungnickel [1980].

Ubung 5.5. Man zeige, daB es keine (n, 3)-Differenzmatrix geben kann, falls n die
Form n = 4¢ + 2 hat.

Hinweis: Man schreibe die Gruppe G in der Form G = Z, @& H und betrachte die
Verteilung der Elemente (bzw. Differenzen) mit erster Koordinate 0 bzw. 1 in einer
hypothetischen (n, 2)-Differenzmatrix D; dabei kann man annehmen, daf} die erste
Zeile von D nur Eintrédge 0 hat.

Auch die folgende Verallgemeinerung von Definition 5.1, die auf Wilson [1974]
zuriickgeht, ist sehr niitzlich. Sie wird uns eine rekursive Konstruktionsmethode
gestatten, die dhnlich wie Satz 5.2 funktioniert.

Definition 5.6. Sei D = dij) i =1,...,k; j =1,...,n+ 2u) eine Matrix,
deren Eintridge entweder aus einer abelschen Gruppe G der Ordnung n stammen
oder ,Jeer sind; leere Eintrige werden dabei iiblicherweise mit — bezeichnet. Dann
heiflit D eine (n, u; k)-Quasi-Differenzmatrix iiber G, wenn die beiden folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(a) Jede Zeile von D enthilt genau u leere Eintridge, und in jeder Spalte von D
gibt es hochstens einen leeren Eintrag.

(b) Wenn man Differenzen, bei denen ein leerer Eintrag vorkommt, nicht bertick-
sichtigt, gilt

{din—djn |h=1,....n+2u}=G G, j=1,....ki#)).

Satz 5.7. Falls es eine (n, u; k)-Quasi-Differenzmatrix D iiber einer abelschen
Gruppe G und ein orthogonales (k, u)-Array gibt, gilt N(n +u) > k — 2.



II.5 Differenzmatrizen 77

Beweis. Zunichst ersetzen wir in jeder Zeile von D die u leeren Eintriige so durch
u Symbole wy, ..., w,, die nicht aus G stammen, da§} jedes dieser Symbole genau
einmal auftritt. Dann gehen wir analog zum Beweis von Satz 5.2 vor: Wir listen die
Elemente von G als gy = 0, g2, ..., g, auf und definieren die (k x n(n + 2u))-
Matrix M wie folgt:

M=(D D+g ... D+g,),

wobei die Summe eines Symbols w; mit einem Gruppenelement g stets wieder
w; sei. SchlieBlich fiigen wir an M noch die u? Spalten eines OA(k, u) auf der
Symbolmenge 2 = {wy, ..., w,} an. Dann ist die so definierte (k x (n + u)?)-
Matrix O ein orthogonales (k, n + u)-Array iiber der Symbolmenge G U 2, wie
man analog zum Beweis von Satz 5.2 zeigen kann. Die Einzelheiten seien dem
Leser als Ubung iiberlassen. O

ImFall u = 1ist Satz 5.7 natiirlich keine rekursive, sondern eine weitere direkte
Konstruktionsmethode. Die beiden folgenden Beispiele, die Bose, Shrikhande und
Parker [1960] bzw. Todorov [1986] zu verdanken sind, widerlegen — zusammen mit
Satz 5.7 — die Eulersche Vermutung in zwei Fillen. Genauer gesagt zeigen sie

(5.4) N(10) > 2, N(14) > 3.

Beispiel 5.8. Die Matrix

- 0 1 6 - 0 2 5 —-— 0 3 4 0
O - 6 1 0 - 5 2 0 — 4 3 0
1 6 - 0 2 5 - 0 3 4 — 0 O
6 1.0 - 5 2 0 —-— 4 3 0 — O

ist eine (7,3;4)-Quasi-Differenzmatrix iiber der Gruppe G = Z7; das folgt wieder
durch einfaches Nachrechnen. Ebenso ist die Matrix

- 0 0 0 o0 o0O0 o o o000 o0 o0 o0 o
o - o0 1 3 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12
o 0 - 2 12 10 7 9 5 4 1 11 8 3 6
o 1 2 - 9 5 3 12 7 1 0 4 6 8 10
0o 3 12 9 — 6 2 7 11 1 5 10 0 4 8

eine (13,1;5)-Quasi-Differenzmatrix iiber Z3.

Zahlreiche weitere Beispiele von (Quasi-)Differenzmatrizen sowie einige wei-
tere Konstruktionen mit Differenzmethoden findet man bei Beth, Jungnickel und
Lenz [1999]. Ausfiihrliche Existenzresultate fiir Differenzmatrizen und orthogonale



78 IIT Orthogonale lateinische Quadrate

lateinische Quadrate (bis zur Ordnung 10.000) stehen in den entsprechenden Ab-
schnitten des CRC handbook of combinatorial designs, siehe Colbourn und Dinitz
[1996], einer extensiven und extrem niitzlichen Sammlung von Existenzresultaten
(meist in tabellarischer Form) in der Design-Theorie.

6 Widerlegung der Eulerschen Vermutung

Fiir die vollstéandige Widerlegung der Eulerschen Vermutung wird folgendes Lem-
ma von Dijen Ray-Chaudhuri von entscheidender Bedeutung sein.

Lemma 6.1. Seienk,t,m,u € Nundu < t. Es gebe
(a) ein auflosbares orthogonales (k, t)-Array,
(b) ein orthogonales (k, m)-Array,
(c) ein orthogonales (k, m + 1)-Array,
(d) ein orthogonales (k, u)-Array.

Dann gibt es auch ein orthogonales (k, mt + u)-Array.

Beweis. Sei K eine k-Menge. Nach Voraussetzung existieren die folgenden ortho-

gonalen Arrays:

(a) Seien|Si| =1t,|G| = 2, sowie O1: K x G| — S ein auflosbares OA(k, t).
Ferner sei G| = G{ U--- U G eine disjunkte Zerlegung von G in ¢ Paral-
lelklassen mit |G| = --- = |G| = . Wir setzen

G, =G""u...uGh,

sodaB |G| = (r —u)r gilt.

(b) Seien |S2| = m, |G2| = m?und O2: K x G2 — S, ein OA(k, m).

(c) Seien|S3| = m+1,|G3| = (m+1)>und O3: K x Gz — S3ein OA(k, m+1).
Dabei konnen wir 0.B.d.A. S3 = S5 U {#} mit einem 6 ¢ S, annehmen, ein
6" € G3 wihlen und G = G3 \ {0’} setzen sowie schlieBlich O3(j,0") = 6
fiir alle j € K annehmen. Als Matrix interpretiert, kann man O3 also so
schreiben, daf in der letzten Spalte nur Eintréige 6 auftreten. Insbesondere gilt
|G| = m? + 2m.

(d) Seien S4 = {6y, ..., 6,} mit paarweise verschiedenen 61, ..., 6,, |G4| = u?
und O4: K x G4 — S4 ein OA(k, u).

Bei alledem nehmen wir Sy, S3, S1 X 52, S4, G1, G2, G3, G1 X G3, G4 als paarweise

disjunkt an. Aus all diesen Daten konstruieren wir nun wie folgt ein OA(k, mt + u)
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mit der Symbolmenge S = (S7 x S2) U S4; es gilt dann jedenfalls |S| = mt + u.
Wir setzen

u
G = (G} x G UG4U | J(G] x GY).
=1

Das liefert |G| = (t — u)tm? + u? + ut(m* + 2m) = (mt + u)?, wie benétigt.
SchlieBlich setzen wir fiir j € K

(0134, ), 02(j, h)) firg = (f,h) € G} x G2

04(J, 8) fir g € G4

(01, £), 03(j. b)) fiirg = (f, h) € Uy (G] x G})
und O3(j, h) # 0

0, fir g = (f,h) € GT x G,
und O3(j,h) =0 (t=1,...,u)

Somit ist O eine Abbildung K x G — S: Es gilt (O1(j, g), O2(j, h)) € S1 x S2,
04(j,g) € Sa, (O1(J, ), O3(j, h)) € S1 x S2, solange O3(j, h) # 6 bleibt;
schlieBlich ist stets 6; € S4. Um zu zeigen, dal O ein OA(k, mt + u) ist, miissen
wir nun i, j € K miti # j wihlen und tberpriifen, daf} sdmtliche Paare aus
S x § zustandekommen, wenn man (O (i, g), O(j, g)) fiir alle g € G bildet. Dazu
zerlegen wir § x § als

S x 8 =[(81 x 82) x (81 x $2)JU[(S1 x $2) x S4]
U [S4 x (81 x $2)]U[S4 x $4]

und unterscheiden entsprechend vier Fille.

Sei zunidchst ((s1, 52), (57, 55)) € (S1x52) x (S1 % $2) gegeben. Wir bestimmen
f € Gyund h € Gy derart,daB O (i, f) = s1, O1(J, f) = si, 0,(i, h) = sp und
0>(j, h) = s} gelten. Es ergeben sich zwei Moglichkeiten:

* f € G};dann wihlen wir g = (f, h) € G/ x G2 und erhalten wie gewiinscht
(0@, 8), 0(j. 8) = ((s1,52), (57, 5)).

* f € G mit T < u. Dann ersetzen wir & durch das eindeutig bestimmte
h € G4 mit O3(i,h) = s und O3(j,h) = s}, setzen g = (f, h) und
erhalten ¢ € G| x G% (man beachte 1 # 6" wegen O3(i,0') = 6 # s7)
sowie (O(i, g), O(j, 8)) = ((s1, 52), (s, 55)), wie gewiinscht.

Als nichstes sei ((s1, 52), 07) € (S1 % 52) x S4 gegeben. Wir bestimmen f € G}
mit O1(i, f) = s1 (das geht, weil G| eine Parallelklasse fiir Oy ist) und & € G3
mit O3(i, h) = 52, 03(j, h) = 0. Wegen 03(i,0') = 0 ist h # ¢, also h € GY.
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Wir setzen g = (f, h) und haben dann g € G| x G/ sowie (O(i, g), O(j, 8)) =
((s1, $2), 0¢). Ganz analog argumentiert man auch im Fall (6, (s{, sé)) € S84 X
(81 x 82).

SchlieBlich sei (65,60;) € Si x S4 gegeben. Hier wihlt man g € G4 mit
04(i, 8) = 05, 04(j, 8) = b:.

Wir haben nun insgesamt

nachgewiesen; aus Anzahlgriinden muf} dabei Gleichheit gelten, womit O in der
Tat ein orthogonales Array ist. g

Korollar 6.2. Fiirm,t,u € Nmitu <t gilt
N(mt +u) > min{N(m), Nim+1), Nt) — 1, N(u)}.

Beweis. Wir nennen die rechte Seite dieser Ungleichung a. Wegen N(¢) > a + 1
gibt es nach Satz 2.8 ein auflosbares OA(a + 2, t). Ferner existieren orthogonale
(a+2,m)-,(@a+2,m+1)-und (a + 2, u)-Arrays. Nach Lemma 6.1 gibt es daher
auch ein OA(a + 2, mt + u). O

Es gibt inzwischen etliche Verallgemeinerungen und Verstiarkungen von Lem-
ma 6.1 (und entprechende Korollare, die stirker als 6.2 sind), von denen die Kon-
struktionen von Wilson [1974a] und Brouwer und van Rees [1982] besonders wich-
tig sind; das ziemlich komplizierte Resultat von Wilson findet man auch bei Beth,
Jungnickel und Lenz [1999, Theorem X.3.1]. Fiir die Widerlegung der Eulerschen
Vermutung reicht jedoch das von uns angegebene, einfachere Lemma von Ray-
Chaudhuri bzw. sein Korollar 6.2 aus.

Satz 6.3. Istn € N\ {2, 6}, so gilt N(n) > 2, d. h., es gibt mindestens ein Paar
von orthogonalen lateinischen Quadraten der Ordnung n.

Beweis. Aufgrund von Korollar 4.4 und (5.4) sind nur noch die Fillen = 2+44m >
18 zu erledigen. Fiirn < 30, also n € {18, 22, 26, 30}, verwenden wir Korollar 6.2
gemil der folgenden Tabelle; der Leser moge sich dabei davon iiberzeugen, daf3
die benotigten Ingredienzen in der Tat existieren.

m 3 3 3 3
t 5 7 7 9
u 3 1 5 3
n=mt+u 18 | 22 | 26 | 30
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AD jetzt sei also n = 4m + 2 > 34. Unter sechs aufeinanderfolgenden ungeraden
Zahlen gibt es stets mindestens eine, die durch 3, aber nicht durch 9 teilbar ist, wie
sich der Leser als Ubung klarmachen moge. Unter den sechs ungeraden Zahlen
n—1,n—3,...,n—11seinunetwan — u durch 3, aber nicht durch 9 teilbar. Man
kann also n = 3¢ + u mit einem nicht durch 3 teilbarenr und u € {1, 3,5,7,9, 11}
schreiben. Da n gerade ist, muf} dabei # ungerade sein. Modulo 6 gibt es somit nur
die Moglichkeiten

t=1 mod6 und ¢=5 mod®6.

Der kleinste Primteiler von ¢ ist also > 5, womit N (¢) > 4, also N(t) — 1 > 3 gilt.
Wegen n > 34 folgt noch t > 7. Hier fallen aber die Moglichkeiten t = 8,9, 10
aus, also ist # > 11 > u. Nun konnen wir wieder Korollar 6.2 anwenden und sind
fertig. O

Chowla, Erdés und Straus [1960] haben gezeigt, da N(n) — oo fiirn — oo
gilt; einen Beweis hierfiir findet man auch bei Beth, Jungnickel und Lenz [1999,
§ X.5]. Die beste derzeit bekannte explizite Abschidtzung garantiert

1

6.1 N(n) > n“ it g = ——
(6.1) (n) >n" mit o 148

fiir alle hinreichend gro3en Werte von n; sie stammt von Beth [1983].

Aufgrund dieser Ergebnisse kann man n, als die groBte natiirliche Zahl mit
N (n,) < r definieren, fiir die N(n) > r fiir alle n > n, gilt. Derzeit kennt man
die folgenden oberen Schranken fiir die n,, die wir Colbourn und Dinitz [1996]
entnommen haben; fiir » < 6 sind diese Resultate auch bei Beth, Jungnickel und
Lenz [1999] bewiesen.

ny r ny r ny r iy r ny
2 6 3 10 4 22 5 62 6 75

7 780 8 2774 9 3678 | 10 5804 | 11 7222
12 7286 | 13 7288 | 14 7874 | 15 8360 | 30 52502

AbschlieBend erwihnen wir noch ein Resultat von Chang [1996], der die fol-
gende allgemeine obere Schranke fiir die Werte n, bewiesen hat:

(6.2) n, < 23+ 1) firalle r > 2.
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7 Eine Anwendung: Authentikationscodes

Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir eine Anwendung in der Kryptographie
betrachten, ndmlich ,,Authentikationscodes*. Die Kryptographie ist diejenige ma-
thematische Disziplin, die sich — im weitesten Sinne — mit Fragen der Datensi-
cherheit beschiftigt; tiber Jahrhunderte bedeutete dies nichts anderes als die gehei-
me Ubertragung von Nachrichten. Populire Einfiihrungen in die Kryptographie,
die auch im Alltag immer wichtiger wird (Schlagworte: Electronic Banking und
e-Commerce!), und ihre faszinierende Geschichte findet man beispielsweise bei
Bauer [1995], Beutelspacher [1987] und Singh [1999]; unter den mathematischen
Darstellungen seien besonders van Tilborg [2000] und Stinson [2001] empfohlen.
Eine sehr empfehlenswerte Sammlung von Ubersichtsartikeln wurde von Simmons
[1992a] herausgegeben; schlieBlich sei noch Menezes, van Oorschot und Vanstone
[1997] erwihnt, eine anwendungsorientierte, enzyklopédische Ubersicht.

Heutzutage stehen fiir viele Anwendungen — insbesondere in der Wirtschaft
— andere Aspekte als in der klassischen, militdrisch orientierten Kryptographie
im Vordergrund: Héufig geht es nicht darum, Daten geheimzuhalten, sondern ih-
re Authentizitit zu garantieren. Der Empfinger einer Nachricht mochte sicher sein
konnen, daB die tibertragenen Daten nicht auf dem Wege vom Absender zu ihm ma-
nipuliert wurden (Datenintegritdt) und dal} der vorgebliche Absender tatsdchlich
der Urheber der Nachricht ist (Datenauthentizitdt). Daher hat man zwei mogliche
Angriffe abzuwehren: Ein Angreifer soll weder eigene Daten unter fremdem Na-
men senden konnen (Impersonation) noch von einem anderen Absender geschickte
Daten unbemerkt manipulieren konnen (Substitution). Zu diesem Zweck hingt der
Absender iiblicherweise einen ,,Authentikator” an die eigentliche Nachricht an, der
von einem nur ihm und dem Empfianger bekannten gemeinsamen ,,Schliissel so-
wie den zu iibermittelnden Daten abhingt; die Integritdt der Nachricht und die
Authentizitidt des Urhebers werden genau dann vom Empfinger akzeptiert, wenn
der Authentikator korrekt ist. Diese Idee 146t sich wie folgt formalisieren:

Definition 7.1. Ein Authentikationscode (auch kurz MAC - fiir ,,message authen-
tication code’) ist ein Quadrupel (4, 4, KX, &), wobei
* & eine endliche Menge moglicher Datensditze (,,source states™)
* A eine endliche Menge moglicher Authentikatoren (,,authentication tags®)
* X eine endliche Menge moglicher Schliissel (,,keys*)

e ¢x € & fiir jedes K € K eine Authentikationsfunktion (,,authentication
rule“)eg: § > A

ist. Ubermittelt werden dann Nachrichten m = (s,a) € M = 8 x 4, also Da-
tensédtze mit einem angehédngten Authentikator. Sender und Empfinger miissen
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sich im Voraus auf einen gemeinsamen (geheimen) Schliissel K € K einigen;
der Empféanger akzeptiert dann die Integritéit der erhaltenen Nachricht m = (s, a)
und die Authentizitit des Absenders, wenn und nur wenn a = ek (s) gilt. Jeder
Schliissel sollte dabei nur einmal verwendet werden.?

Zur Analyse der Qualitit eines Authentikationscodes fithren wir noch zwei No-
tationen ein: p; bezeichne die Wahrscheinlichkeit fiir einen erfolgreichen Imperso-
nationsangriff und pg die Wahrscheinlichkeit fiir eine erfolgreiche Substitutionsat-
tacke. Wir setzen dabei voraus, daf} alle Schliissel mit konstanter Wahrscheinlichkeit
1/k gewidhlt werden, wobei k = | K| sei; dagegen werden keine Annahmen iiber
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Datensétze gemacht. Im iibrigen geht man —
wie stets in der Kryptographie — davon aus, daf} der Gegner das beniitzte System
kennt, inklusive der Wahrscheinlichkeitsverteilungen (Kerkhoffsches Prinzip); nur
der verwendete Schliissel (der ja geheimgehalten wird) sei ihm unbekannt.

Es ist nun klar, daf ein Angreifer mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit er-
folgreich sein wird. So kann er beispielsweise den verwendeten Schliissel K € K
erraten und dann (mit seiner Kenntnis des Systems) zu einem beliebigen Datensatz
s € 4 den Authentikator a = ek (s) berechnen. Der Gegner kann also sicher-
lich mindestens mit Wahrscheinlichkeit 1/k betriigen, da wir ja alle Schliissel als
gleich wahrscheinlich voraussetzen. Wie der folgende fundamentale Satz von Gil-
bert, MacWilliams und Sloane [1974] zeigt, gibt es allerdings bei vollstindiger
Kenntnis des Systems noch wesentlich vielversprechendere Angriffsstrategien:

Satz 7.2. Fiir jeden Authentikationscode (8, A, K, &) mit k gleich wahrscheinli-
chen Schliisseln kann ein Angreifer mindestens mit Wahrscheinlichkeit 1//k be-
triigen; es gilt also

(7.1) max (py, ps) > 1/Vk.

Beweis. Angenommen, die Erfolgswahrscheinlichkeit max (p;, ps) fiir einen opti-
mal agierenden Angreifer ist < 1/+/k. Es geniigt nachzuweisen, daB unter dieser
Voraussetzung Gleichheit gelten muB. Sei nun m = (s, a) € M; wir bezeichnen
mit k,, die Anzahl aller Schliissel k € K, unter denen m giiltig ist, fiir die also
a = ek (s) gilt. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dal m bei einem Impersonations-
angriff (also beim Einspielen durch den Angreifer) akzeptiert wird, offenbar k,, / k.
Nach unserer Annahme gilt

km 1
- =PI = —F,
k Vk
2 Wir kénnen hier nicht auf die Frage eingehen, wie man gemeinsame Schliissel erzeugt und aus-

tauscht. Dies ist eines der Kernprobleme der Kryptographie; wir verweisen dafiir auf die bereits zitierte
Literatur, insbesondere Stinson [2001].

also k,,, < Vk.
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Wir zeigen nun, daB die Wahrscheinlichkeit pg fiir eine erfolgreiche Substitutions-
attacke > 1/ \/E ist, womit wir dann fertig sind. Der Angreifer beobachtet also eine
Nachricht m = (s, @) und will sie durch eine eigene Nachricht (zu einem ande-
ren Datensatz s”) ersetzen. Nach Voraussetzung ist jeder der k,, Schliissel, unter
denen m giiltig ist, gleich wahrscheinlich; der Angreifer wihlt nun (er hat ja kom-
plette Kenntnis iiber das System)> einen dieser Schliissel, etwa K, und ersetzt m
durch m’ = (s', ex (s”)). Dann ist m’ eine giiltige Nachricht, die vom Empfinger
mit Wahrscheinlichkeit &, ,,'/k, akzeptiert wird, wobei k, ,+ die Anzahl aller
Schliissel bezeichnet, unter denen sowohl m als auch m’ giiltig ist. Nach Wahl von
K ist jedenfalls K ein derartiger Schliissel, es gilt also &, ,+ > 1. Damit erhalten
wir die gewiinschte Schranke:

s = .
p ki, km — Ak O

Der Beweis von Satz 7.2 zeigt, daB max (p;, ps) = 1/+/k genau dann gilt,
wenn man stets k,, = +/k und km.m = 1 hat. Damit erhalten wir fiir deartige Au-
thentikationscodes (die man perfekt nennt) das folgende Ergebnis; die Einzelheiten
seien dem Leser als Ubung iiberlassen.

Korollar 7.3. Fiir jeden perfekten Authentikationscode (8, A, K, &) mit k gleich
wahrscheinlichen Schliisseln gilt:

(a) k =n? fiir eine natiirliche Zahl n.

(b) Jede Nachricht (s, a) ist unter genau n Schliisseln giiltig.

(c) Es gilt |A| = n.

(d) Zu je zwei Nachrichten zu verschiedenen Datensiitzen gibt es genau einen
Schliissel, unter dem beide Nachrichten giiltig sind. O

Gibt es liberhaupt perfekte Authenticationscodes? Wenn ja, wie findet man sie?
Die eher verbliiffende Antwort lautet: Mit orthogonalen Arrays! Das ist der Inhalt
des folgenden Satzes von Stinson [1990], der in dquivalenter (geometrischer) Form
auch von de Soete, Vedder und Walker [1990] bewiesen wurde.

Satz 7.4. Ein perfekter Authentikationscode (8, 4, K, &) mit n? Schliisseln und r
Datensditzen existiert genau dann, wenn es ein orthogonales Array OA(r, n) gibt.

3 Man beachte, daB wir damit dem Angreifer unbegrenzte Rechenleistung zugestehen, womit der
Satz besonders aussagekriftig ist. Sehr hdufig muff man sich in der Kryptographie leider damit ab-
finden, Systeme einzusetzen, die nach dem Stand der Technik zwar nicht in akzeptabler Rechenzeit
gebrochen werden konnen, wo man aber keine theoretischen Aussagen tiber ihre Sicherheit beweisen
kann (,,computational security™).
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Beweis. Sei zunichst ein perfekter Authentikationscode (4, #4, K, &) mit n?
Schliisseln und r Datensétzen gegeben. Wir definieren nun die Authentikations-
matrix

A = (A(s, K))ses, kex = (ex(5))ses, Kex

und zeigen, daBl A : 8 x K — A ein OA(r, n) ist; dabei sind die Parameter klar. Die
definierende Eigenschaft eines orthogonalen Arrays folgt direkt aus Eigenschaft (d)
in Korollar 7.3: Zwei verschiedene Zeilen von A entsprechen zwei verschiedenen
Datensiitzen s und s’; sind nun (s, a) und (s’, a’) zwei beliebige zugehorige Nach-
richten, so gibt es genau einen Schliissel K mit a = eg (s) und a’ = ek (s), also
genau eine Spalte K € K mit A(s, K) = aund A(s’, K) =d’.

Umgekehrt sei A: § x KX — +A ein OA(r, n). Man definiert dann einen Au-
thentikationscode (4§, +, K, &) durch ex (s) = A(s, K) fiirk € K und s € 4. Die
definierende Eigenschaft eines orthogonalen Arrays iibersetzt sich dann — in der
Notation des Beweises von Satz 7.2 — in k,, ,v = 1 fiir je zwei Nachrichten m, m’
zu verschiedenen Datensitzen. Da in jeder Zeile des OA(r, n) jedes Symbol a € A
genau n-mal vorkommt, gilt auch k,, = n = ~/k fiir jede Nachricht m, womit wir
p1 = ps = vk im Beweis von Satz 7.2 erhalten und unseren Authentikationscode
als perfekt erkannt haben. o

Aufgrund der Sitze 2.5 und 2.8 kann man mit einem perfekten Authentikati-
onscode mit n? Schliisseln und n Authentikatoren maximal » = n + 1 Datensiitze
authentifizieren; fiir Primzahlpotenzen n wird diese Schranke nach Satz 5.4 auch an-
genommen. Trotzdem stellt sich natiirlich die Frage, was man fiirden Fall r > n+1
erreichen kann. Dazu werden wir n = || fixieren, » = | 4| beliebig zulassen und
versuchen, die Erfolgswahrscheinlichkeit fiir einen Angriff zu minimieren. Man
erhélt dann einen Zusammenhang zu den am Ende von § 2 erwihnten orthogonalen
Arrays mit Index A, wie der folgende Satz von Stinson [1992a] zeigt; fiir den recht
komplizierten Beweis verweisen wir auf die Originalarbeit oder auf Stinson [2001].

Satz 7.5. Sei (8, A, K, 8) ein Authentikationscode mit |A| = n und |8| = r.
Dann gilt:

(7.2) pr=1/n und ps=>1/n;
falls in (7.2) Gleichheit vorliegt, hat man
(7.3) k=|K|=r(n—1)+1.

Ein Authentikationscode mit Gleichheit in (7.2) und (7.3) existiert genau dann,
wenn es ein OA; (r,n) mit . = [r(n — 1) + 1]/n2 gibt; in diesem Fall sind die
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Schliissel notwendigerweise gleichverteilt mit Wahrscheinlichkeit

S o1 1 o
(7:4) S B I T %

’

weswegen dann insbesondere k = n®A gilt. O

Ein Satz von Plackett und Burman [1945] besagt, daB ein OA, (r, n) nur fiir
r<@mxr—1) /(n — 1) existieren kann; ,,optimale” Authentikationscodes gibt es
also genau dann, wenn diese Schranke angenommen wird. Wie im Fall A = 1 ist
dies jedenfalls immer dann der Fall, wenn n eine Primzahlpotenz und X eine Potenz
von n ist. Beweise fiir diese Aussagen findet man in geometrischer Sprache (fiir die
zu orthogonalen Arrays dquivalenten ,,Netze bzw. ,,affinen 1-Designs*) auch bei
Beth, Jungnickel und Lenz [1999], siehe Theorem I1.8.8 und Examples I1.8.9.



IV Der Satz vom Diktator

Der Satz vom Diktator, auch Arrowsches Paradoxon genannt, stammt aus der Theo-
rie der sozialen (z.B. 6konomischen) Entscheidungen. Diese Theorie ist kombina-
torischer Natur und hat eine lange Tradition, die bis in die Zeit der Aufkldrung
zuriickreicht (vgl. Black [1958]). Einen ersten Einblick in die typische Problema-
tik dieser Untersuchungen vermittelt die Situation, die entsteht, wenn ein Komitee,
das um einen runden Tisch arrangiert ist, einen Vorsitzenden wihlen soll und jeder
fiir seinen linken Nebenmann stimmt.

Kenneth Joseph Arrow (geboren 1921, Nobelpreis fiir Okonomie 1972) pu-
blizierte sein Paradoxon zuerst 1950. Seither ist eine umfangreiche Literatur zu
diesem Thema entstanden; vgl. die zusammenfassenden Darstellungen von Ar-
row [1951], Kelly [1978], Pattanaik [1978], Peleg [1984], Sen [1970,1986], Saari
[1994,1995,2001].

Der Satz vom Diktator befa3t sich mit Situationen, fiir die folgendes Beispiel
typisch ist: In einem Omnibus sitzen n Personen; m Stéidte sollen nacheinander be-
sucht werden; die Frage ist, in welcher Reihenfolge dies geschehen soll. Der Omni-
busbesitzer hat eine Elektronik einbauen lassen, in die jeder Fahrgast seine liebste
Reihenfolge einfiittern kann; der Apparat liefert dann die de facto einzuhaltende
Reihenfolge, der sich alle zu fiigen haben. Fahrgast Meier kennt das Arrowsche
Paradoxon und sagt zum Besitzer: Wenn Ihr Computer — einerlei wie er im Detail
gebaut ist — gewissen allgemeinen Bedingungen geniigt, kann er auch nicht mehr
liefern als die Reihenfolge, fiir die sich Fahrgast Nr. 21 (etwa) entschieden hat;
Sie hitten sich die teure Anschaffung sparen konnen; machen Sie Fahrgast 21 zum
Diktator, das ist das ganze Geheimnis.

1 Problemstellung

Abstrakt gesprochen hat man eine Menge P von n > 1 Elementen (,,Personen‘)
und eine Menge A von m > 1 Elementen (,,Alternativen*). Die Elemente der
Menge perm(A) aller Totalordnungen in A oder Permutationen von A werden
als geordnete m-Tupel iiber A aufgefalit und in der Sprache der mathematischen
Okonomie als Préferenzordnungen (in A) bezeichnet. Eine Priferenzordnung legt
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fest, welche Alternative welchen anderen vorgezogen wird. Dabei gilt bekanntlich
| perm(A)| = m! (Korollar 2.4). Eine Abbildung

M: P — perm(A)

bedeutet, dal jede Person ihre Préiferenzordnung in A kundgetan hat, und wird
als ein Meinungsmuster bezeichnet. Die Menge perm(A)” aller Meinungsmuster
hat dann (m!)" Elemente, siche Satz 2.2. Im minimalen interessanten Fall n = 2,
m = 2 (,ein Ehepaar vor zwei Alternativen) sind das 4, im nichstkomplizierten
Falln = 2,m = 3 (,,ein Ehepaar vor drei Alternativen™) gibt es bereits 36 Meinungs-
muster. Es geht nun darum, aus jedem Meinungsmuster auf moglichst verniinftige
Weise eine einzige Priferenzordnung herauszudestillieren, d. h. ,,verniinftige* Ab-
bildungen d: perm(A)?Y — perm(A) zu konstruieren.

Die folgende Definition sagt, was in der Arrowschen Theorie als verniinftig
gilt; dazu werden zwei Forderungen aufgestellt, die in der Tat intuitiv als verniinf-
tig erscheinen, die ,,Einstimmigkeitsregel“ und die ,,Unabhingigkeitsregel”. Man
kann sich den Inhalt dieser beiden Regeln anschaulich an den beiden angebenen
Bildern klarmachen, in denen Meinungsmuster als Tafeln dargestellt sind, mit den
Priferenzordnungen der Personen als Spalten.

Definition 1.1. Seien |P| =n > 1, |A| = m > 1. Eine Abbildung
d: perm(A)ID — perm(A)
heif}t eine soziale Entscheidungsfunktion (SEF), wenn gilt:

(@) Ist M € perm(A)F, M = (M p)pep, sind ferner a, b zwei verschiedene Al-
ternativen, und wird Alternative a der Alternative b bei allen Priferenzord-
nungen M, (p € P) vorgezogen, so gilt dies auch bei der Priferenzordnung
d(M) (Einstimmigkeitsregel).

a

/—w a
M=|, b b, = d(M) =|

L— b

(b) Sind M, M’ € perm(A)P, a,b € A, a # b und ist die Menge der Personen,
die a iiber b stellen, bei M und M’ dieselbe, so steht a genau dann bei d (M)
iiber b, wenn dies bei d(M") der Fall ist (Unabhdingigkeitsregel).



IV.2 Michtige Familien 89

d(M) =

dM"y=

Beispiel 1.2. Seien P, A, perm(A)? wie vorhin. Sei pg € P. Dann ist durch
dpy: M = (Mp)pep — My, (M € perm(A)7)

eine SEF gegeben; sie heilit ,,Person pg ist Diktator“. Dal} d po in der Tat eine SEF
ist, ist offensichtlich:

(a) Einstimmigkeitsregel: Wenn alle Personen iiber a, b € A einer Meinung
sind, sind sie insbesondere mit Person pg einer Meinung.

(b) Unabhiingigkeitsregel: Wenn beim Ubergang von M zu M’ keine Person ihre
Meinung iiber a, b dndert, dndert auch der Diktator po seine Meinung nicht.

Arrows Ergebnis besagt nun einfach, dal} diese Beispiele im Fallen > 2,m > 3
erschopfend sind. Andere Beispiele gibt es dann nicht, die einzige ,,verniinftige*
Form der Entscheidungsfindung ist also die Einfiihrung einer Diktatur!

Satz 1.3 (Arrowsches Paradoxon, Diktator-Theorem). Sei |P| = n > 2, |A] =
m >3 undd: perm(A)F — perm(A) eine SEF. Dann gibt es genau einen Dikta-
tor, d. h. eine Person py € P derart, daf3 d = dp, gilt.

Man sagt auch kurz: jede SEF ist diktatorisch. Wir werden aber spéter noch
sehen, daf} die Mathematik damit keineswegs das Todesurteil iiber die Demokratie
gefillt hat.

2 Michtige Familien

Unser Beweis des Diktator-Theorems beniitzt den Begriff der ,,médchtigen Familie®.
Dazu benétigen wir zunichst eine vorbereitende Definition.
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Definition 2.1. Seien |P| = n > 2, |A| = m > 3, (a,b) € A x Aund d :
perm(A)P — perm(A) eine SEF. Man sagt, die Teilmenge C C P sei fiir d bei
(a, b) stark, wenn folgende Bedingung gilt:

(%) Ziehen bei einem M € perm(A)” alle p € C dasa dembundalle p € P\ C
das b dem a vor, so wird a dem b bei d(M) vorgezogen.

a, b
e
M, b

b ool o = d(M) =

—_— > —  —

C C\P

Man beachte, daB3 diese Definition nur sinnvoll ist, weil d die Unabhéngigkeits-
regel erfiillt, und daB} es auf die Reihenfolge von a und b ankommt.

Lemma 2.2. Sei |P|=n>2,|Al =m >3 undd: perm(A)¥ — perm(A) eine
SEF, sowie C C P. Wenn dann C bei einem Paar (a,b) € A x A fiir d stark ist,
ist C sogar bei jedem Paar in A x A fiir d stark.

Beweis. Seien a, b,c € A paarweise verschieden; das geht wegen m > 3. Wir
behaupten zunichst, da C dann auch fiir das Paar (a, ¢) € A x A stark ist. Dazu
sei also ein M € perm(A) gegeben, bei dem alle p € C das a dem c und alle
p € P\ C das c dem a vorziehen; zu zeigen ist, dal a dem ¢ bei d (M) vorgezogen
wird. Da uns nur die relative Anordnung von a und ¢ bei d interessiert, konnen
wir aufgrund der Unabhéngigkeitsregel 0.B.d.A. annehmen, daf} alle eventuellen
weiteren Alternativen bei allen Personen in M unterhalb der Alternativen a, b, ¢
stehen und dal} die Alternative b fiir jede Person in C zwischen a und ¢ und fiir jede
andere Person iiber ¢ und a steht. M hat also 0.B.d.A. die folgende Bauart, wobei
wir uns einer Veranschaulichung fiir Meinungsmuster M e perm(A)” bedienen,
die sicher unmittelbar einleuchtet:

S
o

C P\C

Was kann man nun iiber d(M) sagen? Die Einstimmigkeitsregel liefert ,,b iiber
c¢*“. Weil C bei (a, b) stark ist, gilt auch ,,a iiber b*. Damit haben wir aber bereits
,»a iiber c¢*‘ nachgewiesen.
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Ganz analog zeigt man nun, daf} C fiir d auch bei (c, b) stark ist. Wir haben
damit folgende Austausch-Aussage bewiesen: Die Menge

S={(,y)|x,y € A, Ciststark fiir d bei (x, y)}

erfiillt
(x,y)e€S, x#z#y = (x,2),(z,y) €S.

Daes in A mindestens drei verschiedene Elemente gibt, kann man nun durch Kom-
ponentenaustausch von jedem Paar in A x A zu jedem anderen gelangen (Beispiel:
(x,y) = (z,y) = (z,x) = (y,x)),sodaB in der Tat S = A x A folgt. O

Wegen Lemma 2.2 ist folgende Definition sinnvoll:

Definition 2.3. Seien |P|=n > 2,|A|=m > 3;d: perm(A)P — perm(A) eine
SEF. Eine Teilmenge C von P heil’t eine mdchtige Familie fiir d, wenn C fiir alle
Paare (a, b) € A x A stark ist, also die Bedingung () stets erfiillt ist.

Wir erinnern nun an einen aus der Topologie vertrauten Begriff:

Definition 2.4. Seien P # () und £ eine Menge von nichtleeren Teilmengen von
P. Es gelte

1) CeF, CCDCP = De¥f,;
2)C,De¥F = CNnDe¥.
Dann heiit ¥ ein Filter in P. Gilt aulerdem
B)CCP = CeFoderP\CeP¥F,
so heif3it der Filter ¥ ein Ultrafilter.

Ebenfalls bekannt sollte folgender Satz sein:

Satz 2.5. Ist P eine nichtleere endliche Menge, so gibt es zu jedem Ultrafilter ¥
in P genau ein po € P mit

F={ClpeCcP]

Beweis. Sei ¥ ein Ultrafilter in P. Da P endlich ist, ist auch ¥ endlich. Wendet
man die obige Bedingung (2) wiederholt an, so folgt, da} die Menge

cozﬂc

CeF
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zu ¥ gehort und somit insbesondere nicht leer ist. Angenommen, Cyp enthilt zwei
verschiedene Elemente p, g € P. Dann bilde man C = {p}. Nach (3) ist entweder
C € ¥, woraus Cp = {p} folgt, oder P \ C € ¥, woraus p ¢ Cp folgt; in jedem
Falle ergibt sich ein Widerspruch. Die Menge Cp besteht also aus genau einem
Element von P. O

Man sieht nun unmittelbar ein, daf3 der folgende Satz den Beweis des Diktator-
Theorems vollendet.

Satz 2.6. Seien |P| =n > 2, |A| =m > 3;d: perm(A)” — perm(A) eine SEF.
Dann bildet das System ¥ aller fiir d méchtigen Familien einen Ultrafilter in P.

Beweis. Wir zeigen zuerst, da3 die leere Menge keine méchtige Familie bildet.
Dazu wihlen wir zwei verschiedene Alternativen a, b € A beliebig und bilden ein
Meinungsmuster M, bei dem alle p € P = P \ ¥ das b iiber a stellen. Aufgrund
der Einstimmigkeitsregel steht dann auch in d(M) das b iiber a, also kann @ nicht
stark bei (a, b) sein.

Fiir den Nachweis der Bedingung (1) fiir einen Ultrafilter sei C eine michtige
Familie sowie D C P eine Obermenge von C. Um auch D als méchtig zu erkennen,
reicht es nach Lemma 2.2, ein beliebiges Paar (a,c) € A x A als stark fiir d
nachzuweisen. Dazu miissen wir ein Meinungsmuster M € perm(A) betrachten,
bei dem alle p € D das a dem c und alle p € P \ D das ¢ dem a vorziechen;
zu zeigen ist, dal a dem c in d(M) vorgezogen wird. Wir wihlen nun ein von
a und c verschiedenes Element b. Aufgrund der Unabhingigkeitsregel kann man
dann 0.B.d.A. annehmen, da3 M wie in der folgenden unmittelbar verstindlichen
Abbildung aussieht; dies folgt dhnlich wie im Beweis von Lemma 2.2.

Weil C michtig ist, steht in (M) das a iiber b. Nach der Einstimmigkeitsregel
steht in d (M) das b iiber c. Also steht in d(M) auch a iiber ¢, wie zu zeigen war.



IV.3  Auswege 93

Zum Nachweis der Bedingung (2) seien nun C, D € ¥. Ahnlich wie zuvor
reduziert man die Behauptung auf die Betrachtung eines der folgenden Abbildung
entsprechenden Meinungsmusters M:

P\(CU D) ¢

Weil C bei (a, b) stark ist, steht in d(M) das a iiber b. Weil D bei (b, ¢) stark ist,
steht in d(M) das b iiber c. Also steht in d (M) auch a iiber c. Dies zeigt wieder,
daBl C N D bei (a, c) stark fiir d und daher nach Lemma 2.2 eine méchtige Familie
ist. Somit giltinder Tat CN D € .

Esbleibt noch zu zeigen, dal ¥ Bedingung (3) erfiillt. Seidazu C € P.Diesmal
reduziert man die Behauptung auf die Betrachtung eines Meinungsmusters M der
folgenden Art:

Steht in d(M) das a iiber b, so ist P \ C stark bei (a, b), also P \ C € F. Steht in
d(M) das b iiber a, so ist C stark bei (b, a), also C € F. O

3 Auswege

Das nunmehr voll bewiesene Diktator-Theorem scheint zunédchst geeignet, jeden
Demokraten zur Verzweiflung zu bringen. Selbst im Minimalfalln = 2, m = 3
(,,ein Ehepaar vor drei Alternativen®) scheint die Diktatur unvermeidlich.



94 IV Der Satz vom Diktator

Man sollte sich aber zunéchst vor Augen fiihren, daf} simtliche Félle mitm = 2
Alternativen (,,Ja-Nein-Situationen) nicht unter das Arrowsche Paradoxon fallen.
In der Tat hat man hier bewihrte diktatorfreie Entscheidungsmechanismen: Mehr-
heitsentscheidung mit Stichentscheid durch einen Vorsitzenden. Ist n > 3, so ist
der Vorsitzende tiberstimmbar, also kein Diktator. Die praktische Demokratie lebt
in der Tat von Ja-Nein-Entscheidungen.

Ubung 3.1. Man gebe eine formale Beschreibung der oben skizzierten Mehrheits-
entscheidung mit Stichentscheid und verifiziere, dafl die Regeln aus Definition 1.1
in der Tat erfiillt sind. Woran liegt es, daB fiir |A| = 2 nicht-diktatorische SEF’s
existieren? Man beschreibe fiir diesen Fall alle moglichen SEF’s und bestimme ih-
re Anzahl in Abhéngigkeit von | P|. Die meisten dieser Funktionen sind allerdings
intuitiv nicht ,,verntinftig"“; man iiberlege sich eine Zusatzforderung, die man hier
stellen sollte, und vergleiche mit dem Fall |A| > 3.

Man kann aber auch versuchen, den Diktator-Satz innerhalb seiner Domine
n > 2, m > 3 anzugreifen. Natiirlich bleibt der Satz richtig, denn wir haben
ihn ja bewiesen. Aber es konnte doch sein, dal es intuitiv verniinftige Abbildun-
gen perm(A)” — perm(A) gibt, die eben nicht den Arrowschen Voraussetzungen
geniigen und diktatorfrei sind. Bei der Suche nach solchen Abbildungen — man
beschrinkte sich bald auf den Fall perm(A)? — A (nur die hochste soziale Priife-
renz wird ermittelt) — erlebte man zunichst eine Enttduschung: Es kam nochmals
ein Diktator-Satz heraus, das sogenannte Gibbard-Satterthwaite-Theorem (Gibbard
[1972], Satterthwaite [1975]). 1978 publizierte jedoch der Jerusalemer Mathema-
tiker Peleg ein Entscheidungsverfahren, dessen Quintessenz man etwa so beschrei-
ben kann: Wenn alle Personen sich damit abfinden, zwar nicht ihre Wiinsche erfiillt
zu sehen, aber doch keine zu herben Enttduschungen zu erleben, dann kann man
diktatorfrei entscheiden; siche Peleg [1978].

Ein besonders interessanter Ansatz fiir einen Ausweg besteht in einer Ab-
schwichung der Unabhingigkeitsregel, wobei die resultierende SEF nun nicht nur
die relative Anordnung zweier Alternativen in den individuellen Préiferenzordnun-
gen aller beteiligten Personen, sondern auch jeweils die Zahl der Alternativen zwi-
schen den beiden gegebenen Alternativen beriicksichtigt (,,intensity of irrelevant
alternatives™). Ein Verfahren, das dem Rechnung trégt, ist das Verfahren von Borda
[1781] (,,Borda count*), bei dem der j-ten Alternative auf der Priferenzliste jeder
Person jeweils n — j Punkte gutgeschrieben und dann die Alternativen geméif ih-
rer Gesamtpunktzahl angeordnet werden.! Man mache sich klar, daB bei diesem

! Interessanterweise ist das Borda-Verfahren bereits viel frither eingefiihrt worden, nidmlich von
dem beriihmten Philosophen und Theologen Nikolaus von Kues (1401 — 1464). Fast zwei Jahrhunderte
vorher wurden bereits in drei Schriften des katalanischen Philosophen Ramon Llull (1232 —1316) Wahl-
verfahren vorgeschlagen, die auf paarweisen Vergleichen der Kandidaten beruhen. Niheres zu diesem
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Vorgehen die Einstimmigkeitsregel weiterhin gilt. Dariiberhinaus hat das Borda-
Verfahren weitere interessante Eigenschaften; wenn beispielsweise alle Personen
ihre Priferenz hinsichtlich zweier gegebener Alternativen dndern, so dreht sich
die Reihenfolge dieser Alternativen auch in der entstehenden SEF um. Wir ver-
zichten hier auf weitere Details und verweisen auf die Aufsitze und Biicher von
Saari [1994,1995,1998,1999,2000a,2000b], der die Theorie der sozialen Entschei-
dungsfunktionen und die Analyse von Paradoxien bei Wahlverfahren entscheidend
vorangebracht hat.

Zusammenfassende Darstellungen des hier angerissenen Problemkreises geben
Kelly [1978], Pattanaik [1978], Peleg [1984], Sen [1970,1986], Saari [1994,1995,
2001]. Uber die Vorgeschichte seit ca. 1800 informiert Black [1958]. Der Ultrafilter-
Gesichtspunkt durchzieht einen GroBteil der Literatur seit Arrow [1951] und wurde
von Kirman und Sondermann [1971] besonders klar herausgearbeitet. In der neue-
ren Literatur spielen vor allem auch geometrische Methoden eine wesentliche Rolle,
insbesondere bei Saari. Eine Sammlung interessanter Ubersichtsartikel zu unserem
und verwandten Problemen findet man im dem von Young [1985] herausgegebenen
Band ,,Fair Allocation®.

Themenkreis findet man in den Aufsitzen von Hagele und Pukelsheim [2001] sowie von Pukelsheim
[2002,2003].



V Fastperiodische 0-1-Folgen

In diesem Kapitel betrachten wir eine Klasse von 0-1-Folgen, die in der Theorie
der topologischen Dynamik auftreten (siehe etwa Gottschalk und Hedlund [1955]),
nimlich die sogenannten fastperiodischen Folgen. Das Standardbeispiel hierfiir ist
die beriihmte, wohl von Axel Thue (1863 — 1922) zuerst gebildete Folge, siche Thue
[1906], die spiter von Marston Morse (1892 —1977) wiederentdeckt wurde, sieche
Morse [1921], und heutzutage meist als Morse-Thue-Folge (manchmal auch nur als
Morse-Folge) bezeichnet wird. Diese Folge wird denn auch im Mittelpunkt unserer
Uberlegungen stehen.

1 Die Morse-Thue-Folge

Die Morse-Thue-Folge ist eine Folge von Symbolen 0, 1, also eine Abbildung
N — {0, 1}, oder, wenn man will, eine Fdrbung von N mit den beiden Farben 0
und 1. In kommafreier Schreibweise lautet sie

x =0110100110010110...

Das dabei befolgte Bildungsgesetz 146t sich folgendermaBen beschreiben: Als
das Gegenteil von 0 sehe man 1 an, als das Gegenteil von 1 das Symbol 0; das
Gegenteil B einer endlichen 0-1-Folge B (eines sogenannten 0-1-Blocks) entsteht,
wenn man in ihm jedes Symbol durch sein Gegenteil ersetzt. Man schreibe nun
zuniéchst 0 hin, dann daneben das Gegenteil 1, dann daneben das Gegenteil 10 des
Blocks 01, den man schon hat, dann daneben das Gegenteil des soeben entstandenen
0-1-Blocks 0110 usw. Damit ist die Morse-Thue-Folge rekursiv als unendliche
0-1-Folge definiert (vgl. auch Keane [1968] und Jacobs [1969]).

Ubung 1.1. Man weise nach, daB das n-te Glied x, einer Morse-Thue-Folge
x = (xp, x1,...) explizit auch wie folgt definiert werden kann. Es sei o, die
Anzahl der Ziffern 1 in der Binédrdarstellung der natiirlichen Zahl n; dann ist x,
durch die Paritét von «,, gegeben:

Xp = a, mod 2.
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Die Morse-Thue-Folge besitzt bemerkenswerte innere Symmetrien. Als Bei-
spiel geben wir die folgende Symmetrie-Eigenschaft an, die uns bald sehr niitzen
wird.

Beispiel 1.2. Nach Definition 143t sich die Morse-Thue-Folge als Folge von Zwei-
erblocken 01 und 10 schreiben. Ersetzt man dann 01 durch O und 10 durch 1, so
entsteht wieder die Morse-Thue-Folge, wie sich unmittelbar aus der rekursiven
Definition der Folge ergibt. Man kann das so hinschreiben:

x = 01/10[10/01]10/01]01/10] . ...
0110100T1... =x

Dagegen ist die Morse-Thue-Folge nicht periodisch, wie der folgende, stérkere
Satz von Hedlund und Morse [1944] zeigt.

Satz1.3. Ist B = by...b, ein 0-1-Block, so kommt der Block BBb; in der
Morse-Thue-Folge x = xoxi ... nirgends vor; es gibt also keinen Index n mit
Xy =b1, ..., Xn+r—1 = by, Xn+r = bi,..., Xn+2r—1 = by, Xn+2r = by.

Beweis. Wir fiihren den Beweis zunédchst im Falle einer ungeraden Blocklinge r
und beginnen mit r = 1. Ist by = 0, so ist BBby = b1b1b; = 000. Da x aus
Blocken 01 und 10 aufgebaut ist, kommt 000 in x nicht vor. Analog erledigt man
den Fall b; = 1.

Seinunr > 3ungerade. Jetzt hat B Bb; eine Lénge > 7. Kommt B Bb| in x vor,
so enthilt BBb; einen der Blocke 0110, 1001, aus denen sich x ja offensichtlich
zusammensetzt. Im ersteren Fall enthédlt BBb; den Zweierblock 11; kommt 11
bereits in B vor, so muf} 11 zweimal, mit ungerader Differenz der Anfangstellen,
vorkommen. Dasselbe miifite dann bei x der Fall sein. Dies geht nicht, weil x sich
aus Blocken 01 und 10 aufbaut. Dasselbe Argument greift, wenn 11 zwar nicht in
B, aber an der Nahtstelle von BB auftritt: b, = 1 = b;. Analog fiihrt man das
Auftreten von 1001 in B Bb; zum Widerspruch.

Nun erledigen wir den Fall, dafl » gerade ist, und zwar durch Induktion tiber
r=2,4,6,...

r = 2. Die Félle B = 00 und B = 11 kommen nicht in Frage, da x weder 000
noch 111 enthilt. Seinun B = 01, also BBb; = 01010, d. h. irgendwo in x kommt
01010 vor. Wird dieser Block bei seinem Auftreten in x von der Zweierblock-
Zerschneidung

x = 01]10]10]01][10]01]01]10] ...

so getroffen: 0[10]10|, so hat man links 1 zu ergidnzen, womit in x der Block
[10]10|10]| und somit nach Beispiel 1.2 der Dreierblock 111 vorkommt, was nicht
geht. Sieht die Zweierblock-Zerschneidung dagegen so aus: [01]|01]0, so hat man
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rechts mit 1 fortzufahren, kommt auf 000 in x und erhilt abermals einen Wider-
spruch. Der verbleibende Fall B = 10 wird analog behandelt.

r > 4. Wir nehmen an, daB} alle Fille mit Blockldngen > r — 2 von B bereits
erledigt seien, und unterscheiden zwei Fille, je nachdem, wie B Bb; bei seinem
Auftreten in x von der Zweierblock-Zerschneidung von x getroffen wird.

Fall I. BBby wird in der Form
biby|...|b,_1br|b1b2]| ... |by_1b;|by

getroffen. Dann hat man im Falle »; = O rechts mit 1 in x fortzufahren, womit sich
by = 1 ergibt; also enthilt x das Teilstiick

01]...1b,—1b,101]...1b,—1b,]01].

Nach Ersetzung von 01 durch 0 und von 10 durch 1 findet man in x einen Block
aj...asaj...agay mit a; = 1 und s = % Ist s ungerade, so ergibt sich ein
Widerspruch zum ersten Teil des Beweises; und ist s gerade, so ergibt sich ein
Widerspruch zur Induktionsannahme. Der Fall b; = 1 wird entsprechend erledigt.

Fall Il. BBb wird in der Form
bylbabs]| . . .|byb1|babs| . .. |byb|

getroffen. Dann hat man im Falle by = 0 auf b, = 1 zu schlieBen und links in x
mit 1 fortzufahren, womit x den Block

10|b2b3]| . . . |10]b2b3] . . . |10]

enthélt. Durch die Ersetzung 01 — 0, 10 — 1 erhélt man diesmal in x einen Block
aj...dgdp...agap mita; = lund s = % Wie vorhin erhilt man einen Wider-
spruch, sei es zur Induktionsannahme, sei es zum Falle einer ungeraden Blocklénge.
Der Fall b1 = 1 wird genauso behandelt. O

Zu diesem Satz gibt es eine Art von Umkehrung, die von Gottschalk [1964]
stammt. Um sie zu formulieren, miissen wir von der ,.einseitigen Morse-Thue-
Folge 0110...(einer 0-1-Firbung von Np) zu ,,zweiseitigen 0-1-Folgen (also 0-1-
Férbungen von Z) tibergehen und zwei weitere Begriffe einfiihren.

Definition 1.4. Sei z = ...z_1z02z1 ... eine doppelt unendliche 0-1-Folge, d. h.

eine Firbung von Z mit den Farben O und 1.

1) Man sagt, z habe die Eigenschaft M, wenn es keinen 0-1-Block B = by ... b,
gibt, fiir den der Block BBb; in z vorkommt; es darf also kein s € Z mit
Zs=b1,. .., Z4r-1 =br, 2Z4r = b1, ..., Z542-—1 = by, 2542+ = b1 geben.

2) Man sagt, z sei eine Morse-Thue-Tochter, wenn jeder 0-1-Block, der in z
vorkommt, auch in der Morse-Thue-Folge vorkommt.
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f]bung 1.5. Man beweise, da} jede Morse-Thue-Tochter die Eigenschaft M hat.

Ubung 1.6. Man gebe eine Morse-Thue-Tochter an, die ab 0 mit der Morse-Thue-
Folge x tibereinstimmt: zg = xg, 21 = X1,22 = X2, ...

Satz 1.7. Seiz = ...z-12021 - .. eine 0-1-Fdrbung von 7. Genau dann hat 7 die
Eigenschaft M, wenn z eine Morse-Thue-Tochter ist.

Beweis. Nach Ubung 1.5 hat jede Morse-Thue-Tochter die Eigenschaft M. Umge-
kehrt habe nun z die Eigenschaft M. Um zu zeigen, dall M eine Morse-Thue-Tochter
ist, gehen wir in mehreren Schritten vor.

Schritt 1: z enthilt die Zweierblocke 00 und 11.

Angenommen, z enthélt 00 nicht. Dann kommt in z irgendwo das Symbol 1 vor,
wegen der Eigenschaft M aber auch 0, also irgendwo 101. Die néchsten zwei
Symbole von z rechts hiervon kénnen

nicht 11 sein:  weil sonst 111 entstiinde, was wegen M nicht geht;
nicht 00 sein:  wegen unserer momentanen Annahme;
nicht 01 sein: ~ weil sonst 10101 enstiinde, im Widerspruch zu M.

Also geht es rechts von 101 mit 10 weiter und in z kommt der Block 10110 vor. Wie
konnen nun die in z links von 10110 stehenden nichsten zwei Symbole aussehen?
Sie kénnen

nicht 11 sein:  weil sonst 111 entstiinde;
nicht 00 sein:  nach unserer Annahme;
nicht 10 sein: ~ weil sonst 10101 entstiinde, im Widerspruch zu M.

Somit geht es links von 10110 mit 01 weiter und es entsteht der Block 0110110;
auch dies widerspricht M. Also enthilt z doch den Zweierblock 00. Genauso zeigt
man, daf} z den Zweierblock 11 enthilt.

Schritt 2: z 148t sich als doppelt unendliche Folge von Zweierblécken 01 und 10
schreiben.

Da in z irgendwo 00 steckt, 000 aber wegen M nicht in z vorkommen kann, enthilt
z den Vierer-Block 1001. Analog enthilt z auch den Vierer-Block 0110. Ein in z
vorkommender Vierer-Block 1001 kann nun in z nach rechts weder mit 11 fortge-
setzt werden (da 111 verboten ist) noch mit 00 (weil sonst 100100 und sodann, weil
000 verboten ist, notwendigerweise 1001001 entstiinde, wieder im Widerspruch zu
M). Also setzt sich ein in z vorkommender Block 1001 nach rechts in z mit 01
oder 10 fort; analog zeigt man, dal auch nach links nur wieder 01 oder 10 in Frage
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kommen. Entsprechend behandelt man auch Fortsetzungen von 0110, 1010 und
0101. Offenbar ist Schritt 2 damit erledigt.

Schritt 3:  Schreibt man z als doppelt unendliche Folge von Blocken 01 und 10
und ersetzt dann 01 durch O und 10 durch 1, so entsteht eine doppelt unendliche
0-1-Folge 7/, die sich ebenfalls als doppelt unendliche Folge von Blocken 01 und
10 schreiben 146t.

Man beachte, daB eine Verletzung von M in z’ sofort eine Verletzung von M in z
nach sich ziehen wiirde. Also hat z’ die Eigenschaft M; damit ist aber das Ergebnis
von Schritt 2 auf z’ anwendbar.

Nun konnen wir den Beweis abschlieBen. Der 0-1-Block A,, bestehe aus den
ersten 2" Symbolen der Morse-Thue-Folge x, der Block B,, aus den darauf folgen-
den 2" Symbolen; B, entsteht also aus A,,, indem man jede O durch eine 1 und jede
1 durch eine O ersetzt. Iteriert man Schritt 3 n-mal, so findet man: z 148t sich als
Folge von Blocken A, B, und B, A,, schreiben. Ist B ein in z vorkommender Block
einer Lange m und sorgt man fiir 2m < 2", so 146t sich B als vorderer, hinterer
oder innerer Abschnitt von A, B, oder B, A,, schreiben. Da diese beiden Blocke in
x vorkommen, kommt B in x vor. Also ist z in der Tat eine Morse-Thue-Tochter.

O

Ubung 1.8. Man fasse die Morse-Thue-Folge x als Firbung von Ny auf und gebe
in Ng monochrome arithmetische Progressionen beliebiger Léangen explizit an, und
zwar fiir beide Farben; man vergleiche dazu Definition VIL.1.1.

2 Fastperiodizitit

Wir haben gesehen, dal weder die Morse-Thue-Folge 01101001... noch eine ihrer
Tochter periodisch ist (Sétze 1.3 und 1.7). Trotzdem besitzt die Morse-Thue-Folge
eine Wiederkehr-Eigenschaft, die der Periodizitit sehr nahekommt; sie ist ndmlich
»fastperiodisch®.

Definition 2.1. Eine 0-1-Folge x = xgx1x2... oder x = ...x_1xpx] ... heil3it
fastperiodisch, wenn jeder 0-1-Block in ihr entweder gar nicht oder mit beschrénk-
ten Liicken vorkommt. Genauer: Sei x eine Fiarbung von Ng oder Z mit den Farben
Ound 1und B = by ... b, ein 0-1-Block. Wir bezeichnen mit Ty die (leere, endliche
oder unendliche) Menge aller derjenigen Zahlen t € Ny bzw. t € Z, fiir die

Xp=b1, xip1=0by, ..., Xp4ro1 =Dy

gilt. Dann heiBt x fastperiodisch, wenn fiir jeden 0-1-Block B entweder Tp = (J
giltoder aberein L > Omit {r,t +1,...,t + L} N Tp # @ fiir alle t € Ny bzw.
t € 7 existiert.
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Satz 2.2. Die Morse-Thue-Folge x = 01101001 . .. ist fastperiodisch.

Beweis. Sei B ein in x auftretender 0-1-Block. Wir bestimmen einen Anfangsblock
D von x, in dem B bereits komplett enthalten ist und der eine Linge der Form
2" besitzt. Dann 1Bt sich x als eine Folge von Blécken DD und DD schreiben,
wobei D wie iiblich das Gegenteil von D bezeichnet. Man sieht nun, daB man etwa
L = 2"*2 wihlen kann. O

Ubung 2.3. Man beweise allgemeiner, daf jede Morse-Thue-Tochter fastperio-
disch ist.

Definition 2.4. Wir verallgemeinern jetzt den Tochter-Begriff. Seien dazu x und z
zwei 0-1-Féarbungen von Ny oder Z. Man sagt, z sei eine Tochter von x, wenn jeder
0-1-Block, der in z vorkommt, auch in x vorkommt.

Ubung 2.5. Man beweise: Tochter von fastperiodischen 0-1-Firbungen sind wie-
der fastperiodisch.

Ubung 2.6. Man beweise: Ist z eine Tochter von x und # eine Tochter von z, so ist
u auch eine Tochter von x.

Mittels eines Diagonal-Arguments beweisen wir nun das

Lemma 2.7. Sei BV, B® ... eine Folge von 0-1-Blécken mit gegen oo streben-
den Lingen. Dann gibt es

(a) eine 0-1-Fdrbung x = xox1x32 ... von Ny, fiir die jeder in x vorkommende
Block in unendlich vielen der Blécke BV, B (2), ... enthalten ist.

(b) eine 0-1-Fdrbung z von Z, fiir die jeder in z vorkommende Block in unendlich
vielen der Blocke BV, B (2), ... enthalten ist.

Beweis. Zum Beweis der Aussage (a) schreiben wir die gegebenen Blocke in der
Form
B™ =p" .6 (neN),

wobei wir (nach Ubergang zu einer passenden Teilfolge) nochrg <7 <ry < ...
annehmen konnen. Mindestens eines der beiden Symbole 0, 1 kommt unendlich

oft als b(()") vor. Seien etwa np,| < ng.2 < ... so bestimmt, dafl b(()no'l) = bé"o"Z) =

- = xp € {0, 1} gilt. Mindestens eines der beiden Symbole 0, 1 kommt nun

bgno,k)

unendlich oft als vor. Seien etwa n; 1 < nj2 < ... als Teilfolge von

(n1,1) _ . (n12)
b, = b,

no,1, 10,2, - . . S0 bestimmt, daf} = ... =x1 € {0, 1} gilt usw. Wir
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setzen nun X = xgxix2 ... Sei B ein in x vorkommender 0-1-Block. Wir konnen
0.B.d.A. B = xg ... x, annehmen. Dann gilt offensichtlich nach Konstruktion

bén"') =x0,...,b£n"’) =x, firt=rr+1,...

Damit ist (a) bewiesen. Behauptung (b) beweist man analog, indem man die Blocke
B™ anders indiziert:

B™W = by, br41...bg, mit —00 <r, <0=<s, > 00 O

Wir kénnen nun den folgenden fundamentalen Satz beweisen:

Satz 2.8. Jede 0-1-Fdrbung (von Ng oder 7) besitzt mindestens eine fastperiodi-
sche Tochter (nach Belieben auf Ny oder auf 7.).

Beweis. Seietwax = xgx1x2 ... eine 0-1-Farbung von N. Ferner denken wir uns die
samtlichen 0-1-Blocke aller Langen durchnumeriert: DM D@ . (etwa in der
Anordnung 0, 1,00, 01, 10, 11, ...). Wir konstruieren nun eine Folge x(l), x(z), ..
von 0-1-Firbungen von N mit folgenden Eigenschaften: x**1 ist stets Tochter
von x™ und auch von x; D™ kommt in x™ entweder iiberhaupt nicht oder mit
beschrinkten Liicken vor. Ist diese Konstruktion gelungen, so schlieBen wir wie
folgt zu Ende. Der 0-1-Block B bestehe aus den ersten 2n + 1 Symbolen von
x™; gemidl Lemma 2.7 gewinnen wir, nach Belieben auf Ny oder auf Z, eine
0-1-Féarbung z, fiir die jeder 0-1-Block, der in z vorkommt, in unendlich vielen
x™ vorkommt, damit in allen x™ vorkommt, und damit auch in x; also ist z
eine Tochter von x. Ist D™ nun ein 0-1-Block, der in z zwar vorkommt, aber mit
unbeschrinkten Liicken, so treten in z Blocke A auf, in denen D™ auBer vorn und
hinten nicht vorkommt, wobei A beliebig lang gewéhlt werden kann. Diese Blocke
treten auch in x™ auf, d. h. D™ kommt in x® vor, aber mit unbeschrinkten
Liicken, im Widerspruch zur Wahl der x ™.

Nun miissen wir noch die Konstruktion der x " durchfiihren. Es wird geniigen,
die Konstruktion von x(1 zu beschreiben. Tritt D" in x gar nicht oder mit be-
schriinkten Liicken auf, so setzen wir x(' = x. Tritt DM in x zwar auf, aber
mit unbeschrinkten Liicken, so finden wir in x eine Folge BW B@ . von
0-1-Blocken mit gegen oo gehenden Lingen, die den Block DV nicht enthalten.
Nach Lemma 2.7 gewinnen wir eine 0-1-Folge x 1, fiir die jeder in x") vorkom-
mende Block in einem B™ und damit in x vorkommt, womit x (") eine Tochter von
x ist. Der Block D kommt in xV nicht mehr vor, denn dazu miifite er in einem
B™ vorkommen, was nach Konstruktion nicht geht. O
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Ubung 2.9. Man beweise, dab fiir jede 0-1-Folge x die folgenden beiden Aussagen
dquivalent sind:

(a) x ist fastperiodisch.

(b) x ist Tochter jeder Tochter von x.



VI Der Satz von Ramsey

Der beriihmte Satz von Ramsey [1930] ist eine Verallgemeinerung des klassi-
schen Schubfachprinzips. Das Schubfachprinzip von Gustav Peter Lejeune Dirich-
let (1805-1859) (die Angelsachsen nennen es ,,pigeon hole principle®) besagt:
Verteilt man n 4+ 1 oder mehr Gegensténde in n Schubladen, so enthilt mindestens
eine Schublade mindestens zwei Gegenstinde. In einer Firma mit mehr als 366
Angestellten haben also mindestens zwei Angestellte am selben Tage Geburtstag,
und in einer Folge von 13 Halbtonen sind mindestens zwei gleich oder nur um
Oktaven unterschieden. Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 —1916) hat in sei-
nem beriihmten Biichlein Was sind und was sollen die Zahlen (Dedekind [1888])
das Schubfachprinzip zur Definition der endlichen Menge gemacht: Eine Menge
M heilit nach Dedekind endlich, wenn sie sich nicht bijektiv auf eine ihrer echten
Teilmengen abbilden 14Bt. Wir befinden uns also mit dem Schubfachprinzip an den
Fundamenten der Mathematik.

Eine quantitative Verschiarfung des Schubfachprinzips lautet: Verteilt man
mn + 1 Gegenstidnde auf m Schubladen, so liegen in mindestens einer Schub-
lade mindestens n + 1 Gegensténde. Noch etwas allgemeiner (und etwas formaler
geschrieben) gilt: Sind ¢1,...,9; € N und ist M eine Menge mit mindestens
q1 + --- + g + 1 Elementen, so gibt es zu jeder Zerlegung M = M1 U --- U M,
mindestens einen Index s mit |M;| > g;.

Von hier fiihrt eine raffinierte Verallgemeinerung zu dem nach Frank Plumpton
Ramsey (1903 -1930) benannten Satz, den wir in diesem Kapitel kennenlernen
wollen. Ramsey war ein hochst interessanter Mathematiker, dem man auch Beitréige
zur mathematischen Okonomie verdankt. Er bewies seinen Satz, um ein Problem
der Logik zu 16sen; vgl. auch Skolem [1933].

Eine systematische Darstellung der Ramsey-Theorie findet man bei Graham,
Rothschild und Spencer [1990]; historische Anmerkungen stehen bei Spencer
[1983]. Heutzutage versteht man unter ,,Ramsey-Theorie einen ganzen Zweig der
Kombinatorik, der sich mit Aussagen dhnlichen Typs fiir eine Vielzahl von Struktu-
ren beschiftigt; man vergleiche dazu auch das Buch von Erdos, Hajnal, Mate und
Rado [1984]. Als konkretes Beispiel erwidhnen wir die ,,Nullsummen-Ramsey-
Theorie* von Bialostocki und Dierker [1990]: In der klassischen Ramsey-Theorie
sucht man, wie wir sehen werden, nach monochromen Konfigurationen; in der
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Nullsummen-Ramsey-Theorie werden die Farben durch Elemente einer Gruppe
ersetzt und man sucht nach Konfigurationen, deren Elemente sich zu Null summie-
ren.

1 Die finite Version des Satzes von Ramsey

Wir betrachten zunichst die klassische, finite Version des Satzes von Ramsey
[1930]; im nichsten Abschnitt folgt dann eine unendliche Variante.

Satz 1.1 (Satz von Ramsey). Zu beliebigen natiirlichen Zahlen r, qy, ..., q; mit
r < 4qi,...,q; gibt es eine natiirliche Zahl Ny mit folgender Eigenschaft: Ist

N > No, M eine N-Menge, und ist eine Zerlegung von (Ar/l ) int Teilmengen gegeben,

etwa (Ar/]) = PyU---U P, so existieren ein Index s € {1, ..., t} und eine Teilmenge
M’ von M mit

M’
IM'| = g5 und ( )EPS.
r

Wir schicken dem Beweis des Satzes von Ramsey einige Uberlegungen voraus,
die das Verstindnis des Satzes fordern mogen. Insbesondere betrachten wir zwei
Spezialfille.

(a) Fiir r = 1 kann man die 1-Teilmengen von M mit den entsprechenden Ele-
menten identifizieren, also (%) durch M ersetzen. Der Satz von Ramsey besagt

dann, daf es zu beliebigen natiirlichen Zahlen g1, . . ., g; ein No mit folgender
Eigenschaft gibt: Ist [M| > Nound M = M U --- U M, so gibt es min-
destens ein s € {1, ..., ¢} mit |[M| > ¢g5. Diese Aussage ist eine Form des

verallgemeinerten Schubfachprinzips; der Satz von Ramsey ist also eine noch
weitergehende Verallgemeinerung des Schubfachprinzips.

(b) Fiirr = 2kann mandie 2-Teilmengen von M mitden Kanten des vollstindigen
Graphen Ky, auf der Punktemenge M identifizieren. Eine Zerlegung von (g’)
in t Teile 146t sich dann anschaulich als eine Kantenfiarbung des Kj; mit ¢
Farben interpretieren. Der Satz von Ramsey besagt dann, daf} es zu beliebigen
natiirlichen Zahlen gy, . . ., g; ein Ng mit folgender Eigenschaft gibt: Ist |[M| >
Ny, so gibt es fiir jede Kantenfdrbung des K s mit den ¢ Farben 1, ..., ¢ eine
Farbe s sowie eine g,-Teilmenge M’ von M, so daB sidmtliche Kanten mit
beiden Endpunkten in M’ mit s gefirbt sind. Der Satz von Ramsey stellt hier
also die Existenz groBer monochromer Teilgraphen sicher, vgl. Ubung 1.2.
Ganz analog kann man den Satz von Ramsey auch fiir » > 3 als eine Aussage
tiber die Existenz groer monochromer Teil-Konfigurationen deuten.
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(c) Istder Satz von Ramsey richtig, so gibt es zu beliebigen natiirlichen Zahlen
rqi,...,q: mitr <gqi, ..., q; natiirlich auch ein minimales Ny mit der be-
sagten Eigenschaft. Man schreibt dann No = R(qq, - . ., ¢;; r) und nennt dies
die Ramsey-Zahl zu r und qy, . . ., g;. Das verallgemeinerte Schubfachprinzip
liefert beispielsweise

Rq,....q;; D) =@ —-1D+---+(q -1 +1.

Man kann sagen, daf3 Satz 1.1 die Existenz der Ramsey-Zahlen zum Inhalt hat.
Man sieht leicht, daB stets R(q1, ..., gr; r) > max{qy, ..., q:} gilt.

(d) Seien beliebige natiirliche Zahlen r, ¢y, ...,q; mit r < gqi,...,q; gege-
ben. Wir setzen ¢ = max{q, ..., g;}; dann besitzt R(q, ..., q,t) die fir
r,qi1, - - ., q: geforderten Eigenschaften, es gilt also

R(Qla’%a”)SR(Qa,Qar)

Daher wiirde es geniigen, Satz 1.1 im Falle g; = - - - = ¢; zu beweisen.

Ubung 1.2. Man zeige, daB jede Kantenfirbung des vollstindigen Graphen K¢
auf 6 Punkten mit zwei Farben ein monochromes Dreieck enthilt, und beweise
R(3, 3;2) = 6. Diese Tatsache wird gern wie folgt eingekleidet: Unter je sechs
Personen auf einer Party finden sich drei, die sich gegenseitig kennen, oder drei,
die sich gegenseitig nicht kennen.

Beweis des Satzes von Ramsey. Fiir t = 1 ist die Behauptung trivial: Es gilt offenbar
R(q1:7) = q1.

Als nichstes zeigen wir mit Induktion iiber ¢, da} es geniigt, den Satz fiir r = 2
zu beweisen. Sei also t > 3, und der Satz sei fiir 2, ..., — 1 bereits gezeigt. Fiir

gegebene natiirliche Zahlen r und g1, . .., g; mitr < gy, ..., q; betrachten wir den
folgenden Fall mit t — 1 Zahlen:

G =q1, . q_y=q— sowie q,_; = R(q—1,q;7);

wegen R(q;—1,q:;r) > max{q—1,q;} > r gilt dabei r < qy,...,q;_;. Wir
behaupten, daB wir No = R(q{,...,q,;_,,q,_,: ) wihlen konnen. Seien also
|M| > No und (Irw) =P U---U P;_1 U P, eine Zerlegung. Wir setzen nun

Pil=P,....,P ,=P_p sowie P _,=P_1UP

und erhalten (Ar/l ) = P/U---UP/_,U P/_,. Nach Induktionsannahme gibt es ein

M’ € M sowie einen Index s € {1,...,7 — 1} mit [M'| = g} und (A;I/) C P Ist
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dabeis < 1 —1,s0ist |[M'| = g5, (*

also [M'| = R(g:—1, qr; r) sowie (A;I,) C P, UP,. Indem wirden zu P,_1 N (A;[/)
und P; N (A;[ /) gehorenden Zweier-Fall betrachten, finden wir ein M € M’ € M

sowie einen Index s € {t — 1, t} mit |M"| = g, und (}Vﬁ”) C Py, womit wir auch in
diesem Falle fertig sind.

) € Py, und wir sind fertig. Seinuns =7 — 1,

Es bleibt also nur noch die Existenz der Ramsey-Zahlen R(q1, ¢2; r) nachzu-
weisen, was mit Induktion iiber r erfolgen wird. Der Induktionsanfang r = 1 folgt
dabei — wie wir bereits gesehen haben — aus dem verallgemeinerten Schubfachprin-
Zip:

R(q1.q2: 1) =q1+q2— 1.
Sei also r > 1, und die Behauptung gelte bereits fiir 1, ..., r — 1. Wir verwenden
nun eine weitere Induktion, und zwar tiber g := g1 + ¢». Der Induktionsanfang ist
also der Fall ¢ = 2r; wir zeigen gleich etwas allgemeiner:

(1.1) R(qi,r;r)=q1 und R(r,q2;71) = q>.

Aus Symmetriegriinden geniigt es, die Behauptung fiir R(q, r; r) nachzuweisen;
seien also |M| > ¢; und (Ar/l) = Py U P eine Zerlegung. Ist P> # (J, so wiihlt man
M’ € P, erhiilt |[M'| = r sowie (A;I,) = {M’} C P, und ist fertig. Ist P, = @, so
ist (Ar/[ ) = Py, und man kann M’ als eine beliebige g{-Teilmenge von M wiihlen.

Das eben Bewiesene erlaubt fiir den Induktionsschritt eine Beschrinkung auf
den Fall r < ¢q1, ¢2. Die Induktionsannahme stellt dann die Existenz der Ramsey-
Zahlen R(q1 — 1, q2;r) =: p1und R(q1, g2 — 1;r) =: pj sicher; zu zeigen ist,
daf} auch die Ramsey-Zahl R(q1, ¢2; r) existiert. Wir beweisen sogar eine etwas
stirkere Aussage, ndmlich die Ungleichung

(1.2) R(q1,q2;r) < R(p1, po;r — 1)+ 1.

Sei also M eine N-Menge mit N > R(py, p2; r — 1)+ 1; ferner sei eine Zerlegung
(M) = Py U P, gegeben. Wir wihlen nun xo € M und setzen My = M \ {xo}.

.
Hieraus leiten wir eine Zerlegung (M) = Q1 U Q5 wie folgt ab:

O1={A|AC My, |[Al=r—1, AU{x} € P}
Or={A|AC My, |[Al=r—1, AU {x0} € P2}.

Da My mindestens R(p1, p2; r — 1) Elemente hat, gibt es ein M(’) C My und ein
k e {1,2} mit [Mj] = pix und (MO) C Q. Seietwak = 1;der Fall k = 2

r—I1
folgt analog. Es gilt also |M{| = p1 = R(q1 — 1, q2; r) sowie (%01) C Q. Nach
Induktionsannahme tritt einer der beiden folgenden Fille ein:
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Fall 1. Es gibt ein M{ € M{ mit |[M{/| = q1 — 1 und (A/fg) C P;. Wir setzen nun
M' = M U {xo}. Dann ist |[M’'| = q1.Ist A € M’, |A| = r und sogar A C M, so
ist A € P;. Gilt dagegen xo € A, soist Ag = A\ {xo} eine (r — 1)-Untermenge
von M(’), also in Q1, woraus ebenfalls A = Ag U {xg} € P folgt.

Fall I1. Es gibt ein M’ € My mit |M'| = ¢» und (Afé) C P,. Dann sind wir bereits
fertig.

Damit ist der Satz von Ramsey vollstindig bewiesen. O

Bemerkung 1.3. Trotzintensiver Bemiihungen konnten—abgesehen von den schon
angegebenen trivialen Fillenr = 1,7 = 1 und (1.1) — bislang nur wenige Ramsey-
Zahlen bestimmt werden. Das einzige bekannte Resultat fiir » > 3 ist wohl immer
noch R(4,4;3) = 13, siche McKay und Radziszowski [1991]. Fiir r = 2 ist es
iiblich, statt R(q1, q2; 2) kurz R(q1, ¢q2) zu schreiben; hier kennt man die folgenden
Werte, vgl. West [1996]:

R(3,3) =6 R3,4) =9 R@3,5) = 14
R3,6)=18 R(3,7)=23  R(3,8) =28
R(3,9) =36 R4, 4) =18 R@4,5) =25

Fiir t+ > 3 ist noch R(3, 3, 3; 2) = 17 bekannt.

Ubung 1.4. Man verwende (1.2) und Induktion iiber n := p + ¢, um die folgende
Abschitzung fiir die Ramsey-Zahlen mit r = 2 zu beweisen:

(13) R(p.q) < (”+q _2).
p—1

Ubung 1.5. Man zeige R(3,4) = 9.

Hinweis: Man betrachte Farbungen des vollstandigen Graphen K,, auf n Punkten
mit den Farben rot und blau. Fiir n = 8 wiéhle man als Punktemenge Zg und firbe
die Kante {i, j} genau dann rot, wenni — j € R = {3, 4, 5} gilt; man zeige, dal
dann weder ein rotes Dreieck noch ein blauer K4 existiert. Fiir » = 9 nehme man
an, daB kein rotes Dreieck existiert und fiihre eine Fallunterscheidung hinsichtlich
der Anzahl der roten Kanten durch, die mit einem gegebenen Punkt v inzidieren,
um dann einen blauen K4 zu finden.

("Jbung 1.6 (Erdos und Szekeres [1935]). Seien n Punkte in der Ebene gegeben.
Man sagt, die Punkte sind in allgemeiner Lage, wenn von ihnen keine drei auf einer
Geraden liegen, und in konvexer Lage, wenn sie die Ecken eines konvexen n-Ecks
bilden. Man beweise:
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(a) Unter fiinf Punkten (der Ebene) in allgemeiner Lage gibt es stets vier in

konvexer Lage. Hinweis:

(b) Zu jedem n > 1 gibt es ein N > 1 mit folgender Eigenschaft: Unter je N
Punkten der Ebene in allgemeiner Lage gibt es stets n in konvexer Lage.

Hinweis: Es geniigt, n Punkte zu finden, von denen je vier in konvexer Lage
sind, wie die folgende Figur andeutet:

Ubung 1.7 (nach Halder und Heise [1976]). Ein Komponist, versehen mit einer
endlichen Menge K von Klidngen, teilt die daraus gebildeten Dreiklidnge irgendwie
in euphone (= wohlklingende) und kakophone (= iibelklingende) ein. Man zeige,
daBl es zu jedem n € {1,2,...} ein N > 0 mit der folgenden Eigenschaft gibt:
Falls |[K| > N ist, kann der Komponist in einer passenden Klangmenge Ko € K
mit |Kg| > n entweder total euphon oder total kakophon komponieren.

2 Die unendliche Version des Satzes von Ramsey

Sowohl das klassische Schubfachprinzip als auch der Satz von Ramsey haben Vari-
anten, die mit unendlichen Mengen arbeiten. Im Falle des Schubfachprinzips bedarf
diese Variante keiner weiteren Erlduterung; mit ihrer Hilfe gewinnt man dann die
unendliche Version des Satzes von Ramsey.

Satz 2.1 (Unendliches Schubfachprinzip). Jede endliche Partition einer unendli-
chen Menge enthiilt mindestens einen unendlichen Bestandteil.

Satz 2.2 (Unendliche Version des Satzes von Ramsey). Es sei X eine unendliche
Menge; ferner sei eine Zerlegung (Ar/]) =P U---UP von (Ar/[) gegeben. Dann

gibt es einen Index s € {1, ...,t} und eine unendliche Teilmenge Xy von X mit
() cr
r = S
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Beweis. Wir verwenden vollstindige Induktion nach r; dabei gilt der Induktionsan-
fang r = 1 nach Satz 2.1. Angenommen, der Fall r — 1 > 2 sei bereits erledigt. Wir
betrachten nunmehr den Fall  und konstruieren eine geeignete Folge von Paaren
(Sj,x;) (j =1,2,...). Dabei wihlen wir S als beliebige abzihlbar unendliche
Teilmenge von X sowie ein beliebiges x; € S;. Wir setzen nun

Nis={AlAC S \{u}, [Al=r—1, {xijUAe P} (s=1,...,1).

Offenbar gilt dann (Slr \j’il}) = T11 U --- U Ty,. Nach Induktionsannahme gibt es

eins € {1,...,t} und eine unendliche Menge S € S7 \ {x1} mit (rS_ZI) C Tys.
Eine solche wihlen wir als S7; in S, wiéhlen wir ein beliebiges x;. Es ist klar, wie
man jetzt sukzessive unendliche Teilmengen Si, S>, ... und paarweise verschie-
dene Elemente x; € Si,xp € S,... mit §;11 € S;\{x;} (j =1,2,...) zu
konstruieren hat. Es gibt dann zu jedem j € N einen Index s € {1, ..., ¢} mit

ACSii, |Al=r—1 = {xjJUA€ P,

Nach dem unendlichen Schubfachprinzip gibtes ein s € {1, ..., ¢} und eine Folge
J1 < j2 < ... mit {xjﬂl,...,xjw} € P fiir u; < -+ < ur. Somit erfiillt die

unendliche Teilmenge Xo = {x;,, xj,, ...} von X wie gewiinscht (’i") cp. O

Man kann Satz 2.2 und ein Diagonal-Argument fiir einen alternativen Beweis
von Satz 1.1 verwenden; dieses Vorgehen entspricht ungefihr der urspriinglichen
Abhandlung von Ramsey [1930]. Wir verzichten hier darauf, dies durchzufiihren,
und verweisen stattdessen auf Graham, Rothschild und Spencer [1990].

Ubung 2.3. Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Man beweise die folgende
unendliche Version von Ubung I1.2.5: Wenn X unendlich ist, existiert eine unend-
liche Kette oder eine unendliche Antikette.

Einen Uberblick iiber einen GroBteil der Ramsey-Literatur gibt das bereits
mehrfach erwédhnte Buch von Graham, Rothschild und Spencer [1990]. Besonders
interessant sind Verallgemeinungen, die zusétzliche Strukturen in die betrachteten
endlichen Mengen einfiihren. Beriithmt ist folgendes Ergebnis von Graham, Leeb
und Rothschild [1972], das von Rota vermutet wurde und das wir hier ohne Beweis
angeben.

Satz 2.4. Sei g eine Primzahlpotenz, und seienr, ny, ..., n; natiirliche Zahlen mit
ni, ...,y > r.Dann gibt es eine natiirliche Zahl N derart, daf3 folgendes gilt: Ist
H ein mindestens N-dimensionaler GF (q)-Vektorraum und ist

G.(H)=GU---UG;
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eine beliebige Zerlegung der Menge G,.(H) aller r-dimensionalen Teilrdume von
H, so gibt es einen Index s € {1, ..., t} und einen ny-dimensionalen Teil-Vektor-
raum Hy von H mit G,(Hpy) C Gg.

Fiir einen vereinfachten Beweis sei wieder auf Graham, Rothschild und Spencer
[1990] verwiesen, wo man auch andere Resultate dieser Art findet. SchlieBlich

erwihnen wir noch ein Buch iiber ergodische Ramsey-Theorie, nimlich McCut-
cheon [1999].



VII Der Satz von van der Waerden

In diesem Kapitel beweisen wir den berithmten Satz von van der Waerden [1926]
iiber arithmetische Progressionen (an deren Definition wir bald erinnern werden),
nach dem fiir jede Zerlegung der natiirlichen Zahlen in endlich viele Teile
mindestens einer der auftretenden Teile arithmetische Progressionen beliebiger
Linge enthalten muB. Dieser Satz des jungen Bartel Leendert van der Waerden
(1903 — 1996) stellt eine der groBen mathematischen Leistungen des 20. Jahrhun-
derts dar und hat seither immer wieder neue Forschungen hochsten Ranges an-
geregt; einige dieser Entwicklungen werden wir ebenfalls niher diskutieren. Wir
werden den Satz von van der Waerden auf eine endliche Variante zuriickfiihren, die
man zweckméBig als ein Fiarbungsproblem interpretiert und die an die Ramsey-
Theorie des vorigen Kapitels erinnert. In dieser Formulierung hat der Satz eine
weittragende Verallgemeinerung, ndmlich den Satz von Hales und Jewett [1963],
den wir am Ende dieses Kapitels ebenfalls beweisen werden.

1 Arithmetische Progressionen

Definition 1.1. Eine Menge P C 7 heiflit eine arithmetische Progression der
Liinge t, wenn es Zahlen a € Z und d € N mit

P={a,a+d,...,a+ (t—1)d}

gibt. Man nennt a das Anfangsglied und d die Schrittweite der arithmetischen
Progression P. Eine Menge der Form

P={a,a+d,a+2d,...} bzw. P={...,a—2d,a—d,a,a+d,a+2d,...}
heil3t eine unendliche arithmetische Progression.

Die Linge ¢ einer (endlichen) arithmetischen Progression P ist also nichts
weiter als die Anzahl ihrer Elemente: + = | P|. Je zwei verschiedene ganze Zahlen
a, b bilden trivialerweise eine arithmetische Progression P = {a, b} der Linge 2.
Erst von der Linge 3 an werden arithmetische Progressionen interessant.

Arithmetische Progressionen werden seit langem intensiv studiert. Wir erinnern
hier an einen klassischen Satz der Zahlentheorie, dessen (anspruchsvoller) Beweis



VIL.1 Arithmetische Progressionen 113

natiirlich nicht in das Thema dieses Buches paBit, der aber zweifellos zur mathema-
tischen Allgemeinbildung gehort; ein Beweis findet sich in vielen Lehrbiichern der
Zahlentheorie, etwa bei Dirichlet [1894], der diesen Satz 1837 bewiesen hat, oder
bei Hua [1982].

Satz 1.2 (Dirichletscher Primzahlsatz). Sei P = {a,a +d,a + 2d, ...} eine un-
endliche arithmetische Progression, fiir die die Schrittweite d und das Anfangsglied
a teilerfremd sind. Dann enthdilt P unendlich viele Primzahlen.

Arithmetische Progressionen sind besonders regelméfig gebaute Mengen von
ganzen Zahlen. Wir nennen nun Mengen ,,schon, wenn sie mit dieser Art von
RegelmaiBigkeit reichlich ausgestattet sind:

Definition 1.3. Eine Menge M C Z heille schon, wenn sie arithmetische Progres-
sionen beliebiger Linge enthilt.

Es ist leicht, Beispiele von schonen Mengen anzugeben; trivialerweise sind N
und Z sowie unendliche arithmetische Progressionen schon. Ein weniger triviales
Beispiel ist

{a,a+d,a+dy,a+2dy,a+d3,a+2d3,a+3d;, ...}
mita € Z, di,dy,---€N,0<d| <dp <---

Auch ,hiiBliche Mengen sind leicht zu finden, etwa {0, 10, 102, 10>, 10*, ... }. Ei-
ne einfache Idee zur Konstruktion derartiger Mengen besteht darin, in eine Menge
M auf geschickte Weise immer groBere Liicken einzubauen, um lange arithmeti-
sche Progressionen in M zu verhindern. Man bemerkt jedoch, dal man hierbei das
Komplement M der Menge M reichlich mit arithmetischen Progressionen ausstat-
tet, da die Liicken von M arithmetische Progressionen der Schrittweite 1 in M sind.
Der Satz von van der Waerden [1926] zeigt, da} dies unumgénglich ist, daBl also das
Komplement einer hidflichen Menge notwendigerweise schon ist. Natiirlich konnen
aber auch schone Mengen ein schones Komplement haben; das gilt beispielsweise
fiir unendliche arithmetische Progressionen.

Satz 1.4 (Satz von van der Waerden). Seir € Nund sei N = M U ---U M, eine
Zerlegung von N. Dann ist mindestens eine der Mengen My, . .., M, schon.

Zur Entdeckungsgeschichte des Beweises fiir Satz 1.4 vergleiche man van der
Waerden [1953/54]; man lese ferner Chintschin [1951] sowie Graham und Roth-
schild [1974]. Den Beweis von Satz 1.4 werden wir — auf einigen Umwegen — im
nichsten Abschnitt liefern.
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2 Beweis des Satzes von van der Waerden

Man kann Satz 1.4 leicht auf die folgende endliche Variante zuriickfiihren, was
dem Leser als Ubung iiberlassen sei. Die Ahnlichkeit zu den Fragestellungen der
Ramsey-Theorie ist in dieser Formulierung offenkundig.

Satz 2.1 (Satz von van der Waerden, Finite Form). Zu beliebigen natiirlichen Zah-
lenr undt gibt es ein N(r, t) € N mit folgender Eigenschaft: Fiir alle N > N(r, t)
und jede Zerlegung {1, ..., N} = BjU- - -U B, enthdlt mindestens eine der Mengen
By, ..., B, eine arithmetische Progression der Liinge t.

Der Rest dieses Abschnitts ist dem Beweis von Satz 2.1 gewidmet. Zunéchst
wollen wir die Situation des Satzes als ein Farbungsproblem interpretieren. Eine
Menge M in r disjunkte Bestandteile By, ..., B, zu zerlegen bedeutet, dal man
von jedem Element von M sagt, zu welchem B, es gehort; man ordnet also jedem
Element eine der Nummern 1, ..., r zu. Interpretiert man nun die Nummern als
»Farben, so bedeutet eine solche Zuordnung eine Fiarbung von M mit r Farben.
Daf eine Teilmenge P von M ganz ineinem B, enthalten ist, bedeutet dann einfach,
daB alle Elemente von P dieselbe Farbe tragen. In exakter Sprechweise:

Definition 2.2. Sei M eine Menge und F eine weitere Menge, deren Elemente wir
Farben nennen. Eine Abbildung x : M — F heiit dann auch eine F-Fdrbung von
M (oder eine Féarbung mit | F'| Farben). Eine Teilmenge P von M wird monochrom
genannt, wenn die Farbung x auf P konstant ist.

Ubung 2.3. a) Auf wieviele Arten kann man eine N-elementige Menge mit » Far-
ben firben?

b) Man zeige: Ist N > tr + 1, und ist eine N-elementige Menge mit r Farben
gefirbt, so besitzt sie mindestens eine monochrome Teilmenge mit # 4 1 Elementen.

In der eben eingefiihrten Sprechweise iibersetzt sich Satz 2.1 unmittelbar in die
folgende Aussage:

Satz 2.4 (Satz von van der Waerden, Chromatische Version). Zu r,t € N gibt es
stets ein N(r,t) € N mit folgender Eigenschaft: Ist N > N(r,t) und ist M =
{1,..., N} mitr Farben gefihrt, so enthdlt M mindestens eine monochrome arith-
metische Progression der Liinge t.

Wir werden Satz 2.4 als Spezialfall einer allgemeineren Aussage erhalten, die
besser geeignet ist, um einen Induktionsbeweis anzusetzen. Dazu betrachten wir
den m-dimensionalen Wiirfel Wt”j_ | Uber der Kante W; 1 = {0, 1, ..., 1}

Wi =1, x| x; €{0, ..t fiirj =1,...,m);
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es handelt sich also um die Gitterpunkte in einem normalen m-dimensionalen
Wiirfel der Kantenlidnge 7. Weiter bendtigen wir die folgenden Teilmengen:

,H(O)—{(xl,...,xm)Ixje{O,...,t—l}ﬁirjzl,...,m};
t+1(1)_{(x1,...,xm_1,t)|x]-e{O,...,t—l}fiirj:1,...,m—1};

H_1(2)—{(x],...,x,,,_z,t,l‘)|xjE{O,...,t—l}fiirj:1,...,m—2};

t+1(m D={,t,....,0) | x=0,...,t—1};
Cliy(m) ={(t,t,.... D}

Diese sogenannten Klassen in W", | sind paarweise d1SJunkt schopfen aber W,

t+1
im allgemeinen nicht aus. Fiir jede Wahl von a, di, . . ., d,;, € N definieren wir nun
eine Abbildung n: W/, — N wie folgt:
2.1 wxiy, . ..,xm)=a+xidy + -+ xpdpy.

Dann ist das Bild von C/\;(m — 1) unter einer der Abbildungen 1 gerade eine

arithmetische Progression der Linge ¢, da
wx,t,....)=a+xd +tdr+---+td, =a + xd

mita’ = a+t(dr+---+d,) gilt (fiirx =0, ..., r—1). Mit diesen Bezeichnungen
konnen wir jetzt die folgende Aussage S(¢, m) formulieren:

Zu jedemr € N gibtesein N(¢, m, r) € N mit folgender Eigenschaft:
Ist N > N(t, m, r) und fiarbt man {1, ..., N} mit » Farben, so gibt es
natiirliche Zahlena, dy, ..., d,,, fiirdie Jede derKlassen C™ 1 (u) (u =
0, ..., m)unter der gemaB (2.1) definierten Abbildung p : Wt"}r 1 —~> N
ein monochromes, in M enthaltenes Bild hat.

Man sieht unmittelbar, daf Satz 2.4 aus der Giiltigkeit von S(z, 1) fiirt = 1,2, ...
folgt. In WIIJrl gibt es nur die Klassen Ct1 +1(0) und Ct1 41 (1); Bilder von Ct 1 unter
Abbildungen der Form (2.1) sind aber arithmetische Progressionen der Linge ¢, wie
wir schon bemerkt haben. Daf} es unter diesen Bildern monochrome gibt, bedeutet
also gerade die Existenz monochromer arithmetischer Progressionen der Lénge .
Wir werden nun den folgenden, stérkeren Satz (und damit implizit alle Versionen

des Satzes von van der Waerden) mit vollstédndiger Induktion beweisen:

Satz 2.5. Fiir beliebige t, m € N gilt die Aussage S(t, m).
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Beweis. Der Induktionsanfang S(1, 1) ist trivial. Unser Induktionsplan sieht fol-
gendermal3en aus:

2.2) S, 1,....,85t,m) = St.m+1);
2.3) S, 1),8¢,2),... = S¢+1,1).

Offensichtlich funktioniert die Induktion, wenn man (2.2) und (2.3) bewiesen
hat: Mittels (2.2) gewinnt man aus S(1, 1) nacheinander die Aussagen S(1, 2),
S(1,3), ... Nimmt man diese alle zusammen, so ergibt sich S(2, 1) mittels (2.3).
Dann verwendet man wieder (2.2) und gewinnt die Aussagen S(2, 2), S(2, 3), ...,
danach mittels (2.3) auch S(3, 1) usw.

Wir beweisen zunéchst (2.2). Dazu setzen wir also die Giiltigkeit der Aussagen
S, 1),...,S8(t,m) voraus und wihlen r € N. Uns stehen dann insbesondere
N(t,m,r)und N (¢, 1, r?) zur Verfiigung; wir setzen

p=N(t,m,r) sowie ¢g=N(,1,rP)

und leiten die SchluBfolgerung S(¢, m + 1) fiir N = pgq her. Offensichtlich haben
wir dann S(¢, m 4 1) mit

N(t,m+1,r)=pg =Nt mr)- Nt 1,rNCm0)

gewonnen, da sich groBere N stets auf kleinere, bei denen die Sache schon geklappt
hat, zuriickfiihren lassen (Ubung!). Sei also N = pg. Wir firben {1, ..., N} mit
r Farben, wihlen also x: {1,..., N} — {1,...,r}. Nun teilen wir {1,..., N} =
{1,..., pq} in g Blocke By, ..., B, mit je p Elementen auf:

Blz{la'--yp}y B2={P+1,,zp},quZ{(q_l)p‘Fl,yqp}

und setzen

X(B1) = (x(D),.... x(P),.... x(By) = (x((g = Dp+ D), ..., x(gp)).

Schreibt man x (k) statt ¥ (Bx) und fat {1, ..., r}? als neue Farbenmenge auf, so
istdamit {1, ..., g} mit r” Farben gefirbt. Die neuen Farben sind also p-Tupel von
alten Farben. Wegeng = N (¢, 1, r?) gibtesin {1, ..., g} eine (inden neuen Farben)
monochrome arithmetische Progression der Léange ¢. Sieht man sich die Entstehung
von x an, so heifit dies: In {1, ..., pg} liegen ¢t Blocke mit je p = N(t,m,r)
Elementen; diese Blocke liegen ,,in arithmetischer Progression und tragen allesamt
bei x das ndmliche Farbmuster. Wer iiber geniigend Intuition verfiigt, sieht hier
schon das Ende des gegenwirtigen Beweisschrittes vor sich; jetzt muf3 man das
Ergebnis nur noch ansténdig aufschreiben.
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Es gibtalsoa’,d’ € Nmitx(a') = x(a'+d') = --- =% (a’+ (t — 1)d’). Dies
bedeutet

x(@-Dp+D=y(@+d -Dp+DH=-=y(@+@—-Dd —Dp+1)

x(@p)=x(d +dHp)=---=x(@+@~1d)p)

In diesem mit einigen Gleichheitszeichen durchsetzten Schema von pq alten Farben
{1, ..., r} steht als erste Spalte die Farbung eines Blocks der Linge p. Man kann
dies als eine Farbung von {1, ..., p}lesen. Wegen p = N (¢, m, r) gibt es natiirliche
Zahlena”, dq, ..., d,, fir die die Bilder der Klassen C 10, ..., Cl (m) unter
der zugehorigen pu-Abbildung simtlich monochrom sind. Die Monochromie des

u-Bilds von C t”fH (u) bedeutet dabei, daf} die Farbwerte

X((a/ - Dp+ a’ + xidy + -+ Xl @y + -+ dip))

firalle xy, ..., x;u—y € {0, ..., t—1} libereinstimmen. Somit diirfen wir im obigen
Schema weitere Gleichheitszeichen eintragen: Die Farbwerte

X((Cl/ + xd' — 1)P + a’ +x1dy + -+ + xm—udm—u + t(dm—u—H +---+ dm))

stimmen fiir alle x, x{, ..., x,_, € {0,...,7 — 1} iiberein. Setzt man nun a =
(@'—1)p+a’unddy = pd’,sosieht man—abgesehen von einer Index-Numerierung
—daf samtliche Klassen C t"ﬂl ©0),...,C f_ﬁl (m) fiir die zugehorige Abbildung der
Form (2.1) monochrome Bilder haben. Die Monochromie des Bildes der einele-
mentigen Klasse Ct”_ﬁl (m + 1) ist trivial. Man sieht aulerdem leicht ein, daf} die
Abbildung p nicht iiber {1, ..., N} hinausschiet. Damit ist der Beweis von (2.2)

geleistet.

Wir beweisen nun (2.3). Wir setzen also samtliche S(¢, m) mitm € N als richtig
voraus, wihlen ein r € Nund beweisen S(¢+1, 1), d. h. die Existenz monochromer
arithmetischer Progressionen der Linge t + 1. Wir zeigen, daB wir N(r 41, 1,r) =
N(t, r, r) setzen diirfen und wihlen somit eine Zahl n > N (¢, r, r). Dann firben
wir {1, ..., n} mitr Farben. Wegenn > N (¢, r,r) gibtesa, dy, ..., d, € N, derart,
daB die r + 1 Klassen C;(0), ..., C;,(r) jeweils monochrome Bilder unter der
Abbildung p aus (2.1) bekommen. Da hier 41 Klassen, aber nur » Farben auftreten,
bekommen die p-Bilder von zwei verschiedenen Klassen dieselbe Farbe. Es gibt
also Indizes # und v mit 0 < u < v < r, fiir die die folgende Menge monochrom
ist:

fa+x1di+---+x,d, +tdy1+---+d) | x1,...,x, €{0,...,t—1}}
U {a+xidi +xpdy +t(dys1 +---+dr) | x1,...,x, €{0,..., 1 —1}}.
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Diese monochrome Menge M enthilt nun eine arithmetische Progression der Lange
t + 1, ndmlich

{a+x(du+1+“'+dv)+t(dv+l+"'+d}”)|x:07"'at}s

wobei die ersten ¢ Glieder (x = 0,...,¢ — 1) dem zweiten und das (¢ + 1)-te
Glied dem ersten Bestandteil von M entstammen. Damit ist auch der Schlufl von
S(,1),S(,2),...auf S(r+1, 1) vollzogen und der Beweis von Satz 2.5 vollendet.

O

Insbesondere haben wir somit den Satz von van der Waerden vollstindig bewie-
sen. In den nichsten beiden Paragraphen — die man als historische Bemerkungen
auffassen mag — diskutieren wir einige mit diesem Satz zusammenhingende Fra-
gestellungen, ohne allerdings Beweise zu geben.

3 Der Satz von Szemerédi

Der Satz von van der Waerden gibt keine Auskunft dariiber, welche der Mengen
My, ..., M, in einer Zerlegung

3.1 N=MU---UM,

denn nun wirklich schon sind. Er sagt nur: Mindestens eine von ihnen ist schon.
Erdos und Turan [1936] sprachen die folgende Vermutung aus: Ist M € N und gilt

1
limsup—-|M N{l,...,n}| > 0

n—oo N

— man nennt diesen lim sup die obere Dichte d(M) von M — so ist M schon.
Hieraus wiirde sich der Satz von van der Waerden sofort ergeben, denn aus (3.1)
folgt unmittelbar, dal mindestens eine der oberen Dichten d(M)), ...,d(M,) strikt
positiv ist.

Erdos und Turan gaben ihrer Vermutung eine genauere quantitative Form, fiir
deren Formulierung wir die folgende Schreibweise einfiihren. Es sei r;(n) die ma-
ximale Michtigkeit einer Teilmenge B C {1, ..., n}, die keine arithmetische Pro-
gression der Lénge ¢ enthilt. Man verifiziert sofort

(3.2) ri(m+n) < ri(m) +ri(n),

was sich der Leser klarmachen sollte. Somit geniigt r; stets der Voraussetzung des
folgenden bekannten Lemmas, dessen Beweis dem Leser als Ubung iiberlassen sei.
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Lemma 3.1. Fallsr : N — Ry fiir alle m, n € N die Ungleichung

r(m+n) <r(m)+r(n)

erfiillt, so existiert lim,,_, r(n—") und hat einen endlichen Wert. O

Die quantitative Version der Vermutung von Erdos und Turan (die inzwischen
der Satz von Szemerédi ist) lautet nun:

Satz 3.2 (Satz von Szemerédi). Es gilt

1
3.3) ry:= lim —r;(n) =0 fiirallet € N.
n—oon

Ubung 3.3. Man beweise: Falls r, = 0 gilt, enthilt jede Menge M C N mit strikt
positiver oberer Dichte mindestens eine arithmetische Progression der Linge ¢.
Insbesondere folgt aus (3.3), daB jede Menge M C N mit strikt positiver oberer
Dichte schon ist.

Roth [1952] bewies 1952 r3 = 0, vgl. auch Roth [1953,1954,1967]. Erdés setz-
te fiir den Beweis von (3.3) einen Privat-Preis von 1000 $ aus. 1973 fand Szemerédi
(publiziert in Szemerédi [1975]) einen Beweis fiir (3.3) und holte sich damit die
1000 $; dieser Beweis ist eines der raffiniertesten und schwierigsten Probestiicke
mathematischen Denkens. Furstenberg [1977] gab einen Beweis von Satz 3.2 un-
ter Ausniitzung tiefliegender, zum Teil von ihm neu entwickelter Methoden der
Ergodentheorie, vgl. die Monographie Furstenberg [1981].

Furstenberg und Weiss [1978] bewiesen den Satz von van der Waerden mit Tech-
niken aus der topologischen Dynamik im sogenannten Shift-Raum; einen winzig
kleinen Einblick in derartige Techniken gewihrt Kap. V §2 dieses Buches. Erdos
hat auch 3000 $ fiir den Beweis folgender Vermutung ausgesetzt:

1
3.4 Jede Teilmenge M von N mit E — = oo ist schon.
n
neM

Da )", primzahi % = oo gilt, wiirde (3.4) insbesondere die Existenz beliebig langer

arithmetischer Progressionen von Primzahlen implizieren, ein Resultat, das der
Leser mitdem Dirischletschen Primzahlsatz 1.2 vergleichen sollte. Erdos soll gesagt
haben, er konne fiir den Beweis von (3.4) ruhig auch 10° $ aussetzen, die er gar
nicht besitze, denn er glaube nicht, daB er einen solchen Beweis erleben werde
(womit er, der 1996 gestorben ist, recht behielt). Man sieht hier noch einmal, daf}
historisch gesehen das uralte Primzahl-Thema stindig im Hintergrund aller der von
uns referierten Untersuchungen steht. In den gegenwirtigen Zusammenhang gehort
auch Hindman [1974].
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4 Ergebnisse von Schur, Rado und Deuber

Wir beginnen mit einer chromatischen Formulierung des Satzes von van der Waer-
den im unendlichen Fall; man macht sich leicht klar, daf} es sich in der Tat um eine
dquivalente Umformulierung von Satz 1.4 handelt.

Satz 4.1. Ist r € N und firbt man N mit r Farben, so gibt es monochrome arith-
metische Progressionen beliebiger Linge. O

Dieser Satz hat eine Art Vorldufer, der von Schur [1916] stammt. Schur zeigte
namlich, daf es bei jeder Farbung von N mit » Farben monochrome Tripel {x, y, z}
mit x + y = z gibt; man beachte, daf} dies nicht aus dem Satz von van der Waerden
folgt. Als Motiv stand hinter Schurs Untersuchung das Fermat-Problem. In der Tat
bewies Schur mit Hilfe der soeben zitierten Aussage:

Satz 4.2. Sei m € N. Dann gibt es ein po > 0, derart, daf fiir jede Primzahl
p = po drei nicht durch p teilbare Zahlen x,y,z mit x™ + y™ = 7" mod p
existieren.

Der Satz von van der Waerden wurde in der Dissertation von Rado [1933a]
weitergefiihrt, vgl. auch Rado [1933b]. Rado betrachtete ganzzahlige Matrizen

A =(ajx)j=1,..m; k=1,..n

und fragte nach ganzzahligen Losungen x = (xq, ..., x,) € Z" des Gleichungs-
systems Ax” = 0. Er nannte die Matrix A partitionsreguliir, wenn dieses Glei-
chungssystem fiir jedes r und jede Farbung x von N mit r Farben eine monochrome
Losung x = (x1, ..., x,) € N” besitzt, also x(xo) = --- = x(x,) gilt. Rado be-
wies dann die folgende Aussage:

Satz 4.3. Die ganzzahlige Matrix A = (ajx) j=1,...,m; k=1,...,n ISt genau dann parti-
tionsreguldr, wenn es eine Zerlegung {1, ..., n} = DoUDU- - -UDy der Menge der

Spaltenindizes gibt, so daf3 fiir die Spaltenvektoren a; = (aji) j=1,...m folgendes
gilt:

Y a=0.....0

ke Doy
und fiir jedes o =1, ..., s ist Z keD, Ak eine rationale Linearkombination der a;

miti € DgU---U Dg_1.
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Man sagt dann, dafl die Matrix A die Spaltenbedingung erfiillt. Aus Satz 4.3
folgt der Satz von van der Waerden, indem man fiir die spezielle Matrix

-1 41 0 ... 0 0 -1
0 —1 +1... 0 0 -l
@.1) o 0 -1 .. 0 0 -1
0 0 0 ... -1 +1 -1

die Spaltenbedingung nachweist, was wir dem Leser als Ubungsaufgabe empfehlen.
Danach schreibt man hin, was Ax” = 0 bedeutet:

X2 — X1 = Xn

X3 — X2 = Xp

Xn—1 — Xn—2 = Xp,

womit {xp, ..., x,—1} eine arithmetische Progression der Linge n — 1 und der
Schrittweite x, ist. Jede monochrome Losung von Ax” = 0 liefert also eine mo-
nochrome arithmetische Progression der Léinge n.

Rados Ergebnis besagt also etwas mehr als der Satz von van der Waerden, da
er die Existenz beliebig langer arithmetischer Progressionen liefert, die zusammen
mit ihrer Schrittweite monochrome Mengen bilden. Insbesondere umfafit Satz 4.3
im Gegensatz zu Satz 4.1 auch das oben zitierte Ergebnis von Schur [1916].

Die Arbeiten von Deuber gehen von folgender Beobachtung aus, die leicht aus
Satz 4.3 folgt:

Korollar 4.4. Istr €e Nund N = M| U ---U M, eine Zerlegung von N, so gibt es
mindestens ein o € {1, ..., r}, fiir welches jede partitionsregulire Matrix A iiber
7 eine Losung x = (x1,...,Xx,) von AxT =0 mitxy,...,x, € M, besitzt
(fiir beliebige m, n).

Beweis. Angenommen, es gibt zu jedem o € {1, ...,r} ein A©@ ¢ 7(mo.n0) dag
die Spaltenbedingung erfiillt, aber keine Losung von A@x7T = 0 mit x € MZQ
gestattet. Dann erfiillt
AWM 0
AQ

0 AM
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ebenfalls die Spaltenbedingung und gestattet in keinem M 1 eine Losung
von Ax” = 0 (Ubung!). Dies ist ein Widerspruch zu der durch Satz 4.3 gesicherten
Partitionsregularitit von A. O

Aufgrund von Korollar 4.4 ist es sinnvoll, eine Menge M C Z partitionsreguldir
zu nennen, wenn fiir jede partitionsregulire Matrix A € Z" die Gleichung
AxT = 0 eine Losung x € M”" besitzt. Nach 4.4 ist also fiir jede Zerlegung
N = M| U ---U M, mindestens eine der Mengen My, ..., M, partitionsregulér.
Es gilt nun die folgende beachtliche Verstirkung dieses Ergebnisses:

Satz 4.5. Ist M C N partitionsreguldr und M = M| U --- U M{ eine Zerlegung
von M, so ist mindestens eine der Mengen M1, ..., M partitionsreguldr.

Satz 4.5 ist das Hauptresultat von Deuber [1973], der seine hierbei gefundenen
Ansitze noch betréichtlich weiter verfolgt hat, siche Deuber [1975a,b,c]. Weiterhin
seien die Ubersichtsartikel von Deuber [1989] und Leader [2003] erwihnt.

5 Der Satz von Hales und Jewett

In diesem Abschnitt formulieren und beweisen wir ein weiteres berithmtes Resultat
vom van-der-Waerden-Typ, das von Hales und Jewett [1963] stammt und, wie wir
sehen werden, ebenfalls den Satz von van der Waerden als Spezialfall enthilt. Es sei
bemerkt, dal man auch den Satz von Hales und Jewett — wie den von van der Waer-
den — mit Methoden der topologischen Dynamik beweisen kann, siehe Furstenberg
und Weiss [1978]. Wir werden dagegen rein kombinatorisch vorgehen und eine
Erweiterung der beim Satz von van der Waerden angewendeten Beweismethode
beniitzen. Weiterfiihrende Untersuchungen sind im Buch von Graham, Rothschild
und Spencer [1990] dargestellt.

Wie schon beim Beweis des Satzes von van der Waerden betrachten wir
die Wiirfel {0, ..., #}" = W/, (m,t € N) und darin die Klassen C;" ; (0), ...,
Cly(m).

Ist k < m, so kann man W/‘_H auf folgende Weise injektiv in W/ | abbil-
den. Zunichst zerlegt man die Indexmenge {1, ..., m} disjunkt in £ + 1 Mengen
By, By, ..., By # ¥ und fixiert x; fiir j € By jeweils beliebig; dann ordnet man
jedem (y1,...,yx) € W,"+1 sein Bild (x1, ..., x,) € Wt’f’H zu, indem man fiir x;
mit j € Bg die vorher fixierten Werte verwendet und auf B; mit i > 0 konstant
xj = y; setzt. Man beniitzt also die yi, ..., yx, um auf den By, ..., By entspre-
chende konstante Abbildungen vorzuschreiben.

Teilmengen von W ., die in dieser Weise als Bilder von Wtk+1 zustandekom-

1+1°
men, nennt man k-dimensionale Unterriiume U von W™ .. Die Bilder der Klassen

t+1°
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Ck 1 (0), ..., Cf, (k) bezeichnen wir mit CZ,(0), ..., CY (k) und nennen sie
die Klassen von U.

1-dimensionale Unterrdume heilen auch Geraden. Geraden U in Wt”i 1
entstehen also, indem man Komponenten in einem By fixiert und in B} =
{1,...,m}\ By # ¥ nacheinander die Komponenten-Tupel 0...0; 1...1; ...;
t ...t vorschreibt.

Wir sehen uns dies einmal in einem Beispiel an. Sei¢r = 1, k =2, m = 7,
By ={1,2,7}, By = {3, 6}, B, ={4,5}, x; = x7 = 0und x» = 1. Dann erhalten
wir

U = {0100000,0101100,0110010, 0111110},

cl,(0) = {0100000}, CZ (1) ={0101100}, CZ,(2) = {0111110}.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun das Ergebnis von Hales und Jewett
[1963] formulieren:

Satz 5.1 (Satz von Hales und Jewett). Zu beliebigenr,t € N gibt es ein M (r, t) €
N, derart, daf3 fiir m > M (r, t) stets folgendes gilt: Féirbt man W[ mit r Farben,
so gibt es in W]" eine monochrome Gerade.

Vor dem Beweis von Satz 5.1 geben wir zunéchst noch zwei Beispiele an, die
zum Verstdndnis des Satzes beitragen sollten.

Beispiel 5.2. Wir zeigen M (r, 2) < r. Der Wiirfel W}" besteht aus allen m-Tupeln
von Nullen und Einsen; wir betrachten nun m + 1 von ihnen, und zwar

(11...111), (11...110), (11...100), ..., (10...000), (00...000).

Fiir m > r gibt es unter diesen m-Tupeln — bei gegebener Farbung von WJ" mit r
Farben — mindestens zwei gleichfarbige, etwa

(1...11...10...00 und (1...10...0 0...0).

Offenbar bilden diese beiden m-Tupel zusammen eine monochrome Gerade in W',
wie verlangt.

Beispiel 5.3. Wir leiten die chromatische Version des Satzes von der Waerden
(Satz 2.4) aus Satz 5.1 ab. Hierzu wéhlen wir r,t,m € N mit m > M(r, t) und
bilden M = {0, ..., #" — 1} t-adisch bijektiv auf W/" ab:

N (X, Xy) &= n=x+x2f+x3t% 4+ x5t L.

Eine Farbung von M mit r Farben (ibersetzt sich dann in eine Farbung von W/"
mit r Farben; jede monochrome Gerade U C W/" liefert dabei eine arithmetische



124 VII Der Satz von van der Waerden

Progression in M, wie wir uns jetzt liberlegen. U wird ja durch eine Zerlegung
{1,...,m} = Bo U By mit By # ¢} und eine Auswahl von Elementen x; (j € Boy)
definiert. Wir setzen

a= ij-tj_l sowie d = th_l

J€Bo JEBI

und erhalten als 7-adisches Bild von U in M die arithmetische Progression
{a,a+d, ..., a+ td}der Lange r + 1 mit Anfangsglied a und Schrittweite d.

Der Satz von Hales und Jewett impliziert also den Satz von van der Waerden,
aber mit einer erheblichen Verschérfung, da nun die Schrittweite der sich ergeben-
den arithmetischen Progression eine Summe von lauter verschiedenen ¢-Potenzen
ist.

Beweis des Satzes von Hales und Jewett. Wir werden den Beweis durch vollstdndige
Induktion fithren und dabei die nachstehenden beiden Aussagen A(¢) und B(z)
(r=1,2,...) verwenden.

Aussage A(t). Zu beliebigem r € N gibt es ein M(r,t) € N, so dal fiir
m > M(r,t) folgendes gilt: Fiarbt man W/ mit r Farben, so gibt es in W/"
eine monochrome Gerade.

Aussage B(t). Zu beliebigen r, k € N gibt es ein L(r, t,k) € N, so daB} fiir
m > L(r, t, k) folgendes gilt: Farbt man Wt’i | mit r Farben, so enthélt Wz’i | einen
k-dimensionalen Unterraum U, dessen Klassen C[Lfr

(aber eventuell mit verschiedenen Farben) sind.

10), ..., Cﬂrl(m) monochrom

Wir werden nun jiir jedes t € N
A(t) = B(t) sowie B() — A(t+1)

beweisen. Da A(1) trivial ist (weil W{" immer nur aus einem Punkt besteht), folgt
die Giiltigkeit von A(1), A(2), ..., also Satz 5.1. Man kann die dann ebenfalls
bewiesene Giiltigkeit von B(1), B(2), ... als eine Variante des Satzes von Hales
und Jewett ansehen.

Wir setzen zunichst A(z) fiir > 1 als richtig voraus und beweisen B(t) durch
Induktion nach k.

k = 1: Wir setzen, um es genau zu sagen, voraus, daf} es zu beliebigem r € N
ein M(r, t) € N gibt, derart, daB fiir m > M (r, t) und eine beliebige Firbung von
W/ mit r Farben eine monochrome Gerade U in W;" existiert. Nunmehr wihlen
wir r € N beliebig und setzen L(r,t, 1) := M(r,t). Seim > M (r, t). Wir farben
W/, mit r Farben. Wegen W/ C W/, ist dann auch W;" mit r Farben gefirbt,
und wegenm > M (r, t) enthélt W/ eine monochrome Gerade. Diese Gerade bildet

die Klasse CZ, (0) einer Geraden in W/, (Ubung!). Da CZ (1) nur aus einem
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Punkt besteht und somit automatisch monochrom ist, enthilt Wm 1 eine Gerade U

mit monochromen Klassen C, +1(0) Ct (D).

{1,...,k} = k+ 1: Wir nehmen also an, da} es zu jedem r € N und zu jedem
kK e N mlt k' < k ein L(r t, k") € N gibt, derart, daB fiir jedes m’ > L(r,t, k")
und jede Férbung von W’" 't 1 mit r Farben ein k’'-dimensionaler Unterraum U’ von

Wm ', 1 existiert, dessen Klassen C 1(u) (u=0,...,k") monochrom sind.
Nunmehr wihlen wir ein r € N und setzen

m=L(rt k) sowie s=r¢tD",
s ist also die Anzahl aller moglichen Fiarbungen von W/ | mit » Farben. Wir setzen
m’ = L(s, t, 1) und zeigen, daR wir

Lrt, k+1) = m +m= L(r(t-i-l)L(r,r,k)’ k. 1) S LG 1K)
setzen diirfen. Sei also x eine Firbung von W "hm

41
thi]er einen (k 4+ 1)-dimensionalen Unterraum mit monochromen Klassen zu

finden; denn wiirde man m’ + m durch eine groBere Zahl ersetzen, so hitte man
lediglich m’ entsprechend zu vergroBern und die nun folgenden Schliisse ablaufen
zu lassen (Ubung!).

mit r Farben; es geniigt, in

Wir identifizieren Wt”jr ;rm mit dem cartesischen Produkt

Wi x W ={xy|xe W_H, ye Wil
(D"

wobei wir statt (x, y) einfach xy schreiben. Wir farben Wm1 mit s = r
Farben, indem wir

X' () = (X (xy)yewn

H~1

setzen; die Werte von x’ sind also Muster von ,,alten (bei x verwendeten) Farben

auf W/ . Wegen m' = L(s t,1) gibtesin W/, eine Gerade U’ mit beziiglich x’

monochromer Klasse C, 7 1(0) (die andere Klasse C[ +1(1) besteht nur aus einem
Element und ist daher trivialerweise monochrom):

x' () = (x(xy))yewn

t+1

ist also fiir alle x € Ct Tl (0) dasselbe Muster von ,,alten“ Farben auf W R Dieses
Muster, d. h. diese Farbung von W 1 mit den r ,,alten” Farben, nennen wir .

Wegen m = L(r,t, k) gibt es in W’"1 einen k- dlmensmnalen Unterraum U mit
beziiglich ¥ monochromen Klassen Ct 1 ©0),...,C, +1 (k). Wir bilden jetzt

Wm "+m

U=U'xTU < Wiy x W, = Wi,
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und zeigen, dafl die Klassen Ct 110), .. ; +1(k 4+ 1) monochrom fiir die ur-
spriingliche Firbung x sind. Hierzu bemerken wir

z+1(0) = Ct+1(0) X Cz+1(0)

Crr1(1) = CY(0) x Ct+1(1)

clyt) =l x ¥ k)
cl k+1)=cl () xcl k.

Nach der Definition von  und U sind dabei die ersten k + 1 Klassen monochrom.
Die (k + 2)-te besteht aber nur aus einem Element und ist deshalb automatisch
monochrom.

Wir betonen noch nachtréglich, daB die Definition der Klassen in einem — et-
wa (k + 1)-dimensionalen — Unterraum von der gewihlten Numerierung der Be-
standteile By, ..., Br41 der zugehorigen Zerlegung der Indexmenge abhéngt (hier
{1,2,...,m’ + m}); natiirlich ist das obige Gleichungssystem nur bei einer ganz
bestimmten Numerierung richtig, die zu erraten und exakt aufzuschreiben wir dem
Leser anheimstellen.

SchlieBlich setzen wir B(t) voraus und beweisen A(t + 1). Also geben wir
r € N vor; wir wihlen dann m = L(r, t, r) und fiarben W +1 mit r Farben. Wegen
B(t) gibt es einen r-dimensionalen Unterraum U’ von W’”l mit monochromen

Klassen CU/1 0),. /l(r) Wir stellen U’ als Bild von W/, dar, iibertragen
die Fiarbung von U’ nach W/, | und betrachten die r + 1 in diesem Wiirfel liegenden

r-Tupel
0,0,...,0,0), (0,0,...,0,2),...,(0,¢,...,¢t,1), (t,t,...,t,1).

Dann haben zwei dieser r-Tupel dieselbe Farbe. Wir schreiben diese beiden r-Tupel
kurz so:

0...0 0...0 t...1)
5.1
0...0 t...t t...1)
Die r-Tupel
0...0 1 1 t...0)
(5.2)
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haben ebenfalls diese Farbe, weil ihre Bilder mit dem Bild von
0...0 0...0 7...0)

in derselben Klasse von U’ liegen und diese Klasse monochrom ist. Die Bilder der
in (5.1) und (5.2) aufgelisteten r-Tupel bilden daher in W/’ | eine monochrome
Gerade, womit A(t 4+ 1) nachgewiesen und der Beweis beendet ist. O



VIII Codes

Unter einem Code versteht man in der Umgangssprache eine Verschliisselungs-
vorschrift. Man bildet beispielsweise Nachrichten, die in verstidndlicher Sprache
formuliert sind, injektiv — man mochte schlieBlich keine Information verlieren — in
Abracadabra-Folgen von Symbolen ab und hofft dann etwa, daf} ,,der Gegner* die
Abbildung nicht kennt und somit nicht imstande ist, den ,,Code zu knacken®. Die-
se Art von ,,Codes™ (die man besser und exakter als ,,Chiffren” bezeichnen sollte)
sind aber nicht der Gegenstand der Codierungstheorie; sie gehoren vielmehr in die
bereits am Anfang von §II1.7 diskutierte Kryptographie.

Beispiele aus der Kryptographie tduschen leicht dariiber hinweg, daf das Ver-
schliisseln (,,Codieren”) von Informationen — etwa zum Zwecke fehlerfreier Uber-
mittlung —ein alltéglicher Vorgang in Natur und Technik ist. Das Ziffernblatt unserer
Uhren codiert Zustéinde unseres Sonnensystems, unsere Schrift codiert Gedanken.
In jedem Computer werden Unmengen von Codierungen getitigt, in jeder lebenden
Zelle ist der genetische Code am Werk. Bei einer digitalen Tonaufnahme werden die
Kldnge in Symbolfolgen codiert, bei einer klassischen in Magnetisierungen eines
Speichers. Danach folgt die erneute Codierung in die mechanische Wellenstruktur
der Schallplatten-Rille bzw. das Muster von ,,pits” und ,,Jands* auf einer CD. In
der Tat stellt der CD-Spieler einen der groBartigsten Anwendungserfolge der al-
gebraischen Codierungstheorie dar; auch die Ubertragung von gestochen scharfen
Satellitenbildern wire ohne diese Theorie nicht denkbar.

Mit den Worten von Claude Shannon (1916-2001), der die sogenannte In-
formationstheorie begriindet hat (und, nebenbei gesagt, mit seiner Arbeit Shannon
[1949] auch der Begriinder der mathematischen Kryptographie ist und zweifellos
eines der grofiten Genies des vorigen Jahrhunderts war):

The fundamental problem of communication is that of reproducing at
one point either exactly or approximately a message selected at another
point.

Die Informationstheorie hat seit dem Erscheinen der grundlegenden Arbeit von
Shannon [1948] (siehe auch Shannon und Weaver [1949]) eine grof3e Entwicklung
durchgemacht, die zu einer Aufteilung der Theorie in einen stochastischen und
einen algebraischen Teil fiihrte, wenn es auch oft dieselben Forscher sind, denen
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beide Teile wichtige Impulse verdanken. Die stochastische Informationstheorie hat
sich, teilweise fern aller industriellen Praxis, zu auBerordentlicher innerer Voll-
kommenheit entwickelt; zusammenfassende Darstellungen geben Chintschin et al.
[1957], Wolfowitz [1964] und Feinstein [1978]. Den algebraischen Aspekt behan-
deln beispielsweise Peterson [1973], Peterson und Weldon [1972], Ash [1965],
MacWilliams und Sloane [1977], Blahut [1983], Jungnickel [1995], Betten et al.
[1998] sowie van Lint [1999]. Beide Aspekte der Informationstheorie finden bei
Gallager [1968], Berlekamp [1984], McEliece [1984], Heise und Quattrochi [1989]
und Schulz [1991] Beriicksichtigung. Besonderes Verdienst um den Briickenschlag
zwischen stochastischer und algebraischer Informationstheorie hat sich die Mono-
graphie von Cziszar und Korner [1981] erworben.

Im vorliegenden Kapitel geben wir vier typische Kostproben aus der kombina-
torisch-algebraischen Informationstheorie:

* Entzifferbarkeit von Codes

e Priifziffersysteme

e Fehlerkorrigierende Codes

¢ Algebraische Codierungs-Theorie.

Beim letzteren Thema stoflen wir — unter Beniitzung einiger fundamentaler Hilfs-
mittel aus der Algebra der endlichen Korper, wie wir sie bereits in §II1.3 zusam-
mengestellt haben — {iber lineare und zyklische Codes bis zu den sogenannten
BCH-Codes vor. Hinter dieser Grenze erwartet den tiefer Eindringenden eine Fiille
faszinierenden Materials. Die algebraische Codierungstheorie ist heute mit zahl-
reichen anderen kombinatorischen Teildisziplinen eng verwoben; ein Juwel an sol-
cher Verwobenheit stellen die sogenannten Golay-Codes dar, die wir immerhin
definieren werden. In einer Einfiihrung in die Kombinatorik ist fiir die ausfiihrliche
Behandlung dieser Materialfiille nicht geniigend Platz. Interessierte seien insbe-
sondere auf die Darstellungen der Codierungstheorie bei van Lint [1999] oder auch
Jungnickel [1995] verwiesen sowie auf die Monographien von van der Geer und
van Lint [1988], Cameron und van Lint [1991] sowie Assmus und Key [1993], die
speziell den Verbindungen der Codierungstheorie zu Designs, Graphen, endlichen
Geometrien und der algebraischen Geometrie (iiber endlichen Korpern) gewidmet
sind. Von grofem praktischen Interesse sind auch die sogenannten Faltungscodes,
auf die wir hier gar nicht eingehen kdnnen; wir verweisen fiir dieses Thema auf die
Biicher von Piret [1988] sowie Johannesson und Zigangirov [1999].

1 Sofort bzw. eindeutig entzifferbare Codes

In diesem Abschnitt wollen wir einen ersten, relativ einfachen Einblick in die kom-
binatorische Theorie der Codierungen gewinnen.
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Definition 1.1. Seien A, B endliche nichtleere Mengen. B* bezeichne die Menge
{O}uU UZOZI B" der endlichen Folgen von Elementen von B; die Elemente von B*
werden auch B-Worter genannt, das Symbol [ bezeichnet dabei das sogenannte
leere Wort. Es ist klar, was man unter der Lange eines Wortes versteht. Eine injektive
Abbildung ¢: A — B* \ {{J} wird auch als ein A-B-Code bezeichnet; die dabei
auftretenden Bilder c¢(j) von Elementen von A werden auch als die Codewdrter
von ¢ bezeichnet. Man hat damit einen A-B-Code als eine mit A numerierte Liste
von nichtleeren Codewortern aus B* definiert.

Aus B-Wortern w), ..., w® wird durch schlichtes Aneinanderhingen ein
neues B-Wort w! ... w). Man kann ¢ auf natiirliche Weise zu einer Abbildung
c*: A* — B* erweitern:

(O =0
c*(x1...xp) =c(x1)...c(xp) (x1,...,x, € A).

Definition 1.2. Ein A-B-Code ¢ : A — B*\ {{J} heiit sofort entzifferbar, wenn
bei ihm kein Codewort als Anfangsabschnitt eines anderen Codewortes auftritt.

Dieser Begriff ist eine Antwort auf das Problem der Entzifferung:

Ist ¢* injektiv? Wenn ja, wie sicht man einem Wort aus B* an, ob es ein
¢*-Bild ist, und wie findet man gegebenenfalls das zugehorige Urbild
in A*?

Waurde ein sofort entzifferbarer Code verwendet, so liest man ein Wort w aus B*
von links, bis ein Codewort vollendet ist und notiert dessen Urbild, ein Element
von A; dann wiederholt man diesen Vorgang mit dem Rest von w. Die Eigenschaft,
daf} kein Codewort Anfang eines anderen ist, garantiert, dal man so das eindeutig
bestimmte ¢*-Urbild von w bekommt oder aber feststellt, dal3 es ein solches nicht
gibt — wenn das Verfahren ndmlich nicht ,,aufgeht®.

Sind alle Codewdrter gleich lang, so hat man natiirlich einen sofort entzifferba-
ren Code vor sich. Ein Beispiel mit variablen Codewort-Lingen ist fiir A = {1, 2, 3}
und B = {a, b} durch

c(l)=aa, cQR)=ab, cB)=b>b
gegeben. Hier das Beispiel einer Entzifferung:
aalablablaa|b|ablaa = ¢*(1221321).

Satz 1.3. Seien A, B endliche nichtleere Mengen, |A| = a, |B| = bundn; € N
(j € A). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:



VIII.1  Sofort bzw. eindeutig entzifferbare Codes 131

(i) Es gibt einen sofort entzifferbaren A-B-Code c, bei dem das Codewort c(j)
gerade die Liinge n besitzt.

(i1) Es gilt die Kraftsche Ungleichung (Kraft [1949])

1.1) Zb% <1.

jeEA

Beweis. (i) = (ii): Sein = max{n; | j € A}. Jedem Codewort w = c(j) in B mit
m < n < oo ordnen wir die Menge C(w) aller Verlidngerungen von w zu Wortern
aus B”" zu; hat w die Linge m, so besteht C(w) aus "~ Wortern der Linge n.
Weil ¢ sofort entzifferbar ist, sind die C(c(j)) paarweise disjunkt. Es folgt

IB"| =b" =Y IC(c(GDI=) b,

JEA JjeA

Division durch " ergibt die Kraftsche Ungleichung.

(ii) = (i) Wir iiberlegen uns zunéchst allgemein: Istm < n, so bildet die Familie
(C(w))yepm eine disjunkte Zerlegung von B". Ist m < m’ < n, so ist jedes C (w)
mit w € B™ die disjunkte Vereinigung derjenigen C(w’) mit w’ € B™  fiir welche
w’ eine Verldngerung von w ist. — Es gelte nun die Kraftsche Ungleichung

P L ptT2 4L piTa < bn§

wir diirfen dabei n; < ny < --- < ny, = n annehmen. Wir wihlen nun w™ € B™
beliebig; dann hat man |C(w"| = »"~"1 und es folgt

pine N _‘_bnfna < Pt — p — |Bn \ C(w(l))l.

Insbesondere ist im Falle ¢ > 1 die Menge B" \ C (w") nichtleer und 148t sich als
disjunkte Vereinigung gewisser C(w’) mit w’ € B"2 darstellen. Wir wihlen eines
dieser w’ als w®. Es folgt

PIT e BT < 1 — T pt 2 = BT (C(w D) U C(w®))].

Es ist nun klar, wie man weiterarbeitet, bis man auch w@ e B" "« gewdhlt hat.
Die zugehdrigen C(w'/)) sind paarweise disjunkt, also ist kein w® Verlingerung
eines anderen w'/), und wir haben einen sofort entzifferbaren Code mit Wortldngen
wD . w@ konstruiert. O

Definition 1.4. Ein A-B-Code ¢ : A — B* \ {{J} heilt eindeutig entzifferbar,
wenn die zugehorige Abbildung ¢*: A* — B* injektiv ist.
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Sofort entzifferbare Codes sind auch eindeutig entzifferbar, wie wir frither gese-
hen haben. Es gibt aber eindeutig entzifferbare Codes, die nicht sofort entzifferbar
sind. Dies zeigt das folgende

Beispiel 1.5. Sei A = {1,2,3}und B = {0, 1}. Dann ist der Code ¢ mit
c(l)=0, c¢(2)=01, c(B3) =11

nicht sofort entzifferbar. Trotzdem ist ¢* injektiv; sei ndmlich ein w € B”" vorgelegt.
Enthélt w keine 1, so ist w das ¢*-Bild eines Worts der Bauart 11...1. Wenn in
w Eintrdge 1 auftreten, betrachtet man maximale Teilworter, die nur Eintrige 1
enthalten; in der englischsprachigen Literatur wird ein solches Teilwort meist als
ein run (aus Einsen) bezeichnet. Ein Run gerader Linge kann dabei nur das ¢*-Bild
eines Worts der Bauart 33...3 sein, wihrend ein Run ungerader Linge auf einen
Eintrag 0 folgen muf3 — insbesondere also nicht am Anfang von w auftreten kann —
und das ¢*-Bild eines Worts vom Typ 2 3...3 ist. Die dann noch iibriggebliebenen
Folgen aus Eintrigen 0 sind wieder c*-Bilder von Worten der Bauart 11...1.

Satz 1.6. Ist c : A — B* \ {{J} ein eindeutig entzifferbarer A-B-Code mit den
Codewort-Lingenny, ..., n, (a = |Al), so gilt die Kraftsche Ungleichung (1.1).

Beweis. Seien ny,...,n, die Codewort-Lingen eines eindeutig entzifferbaren
A-B-Codes. Wir setzen n = max{ny,...,n.} sowie ¢; = |{j | n; = i} fiir
i = 1,...,n. Damit lautet die linke Seite der Kraftschen Ungleichung

a 1 n ;
XL
Jj= i=

Wir wihlen nun r € N und potenzieren:

mit

ki+--+ky=k
Hierbeiistay, ... ax, die Anzahl aller Folgen von r Codewortern, deren i-tes jeweils
aus k; Symbolen besteht (fiiri = 1, ..., r). Weil unser Code eindeutig entzifferbar
ist, ergeben diese Ketten nach Zusammenfiigung lauter verschiedene ¢*-Bilder; es
gilt also d, < b¥ firk =1, ..., rn. Somit folgt

k=1
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und daher fiir alle » € N

a

1 ai 1/r
WZZE '

j=1

Fiir  — oo gilt aber bekanntlich (rn)!/" — 1, so daB die Kraftsche Ungleichung
folgt. O

Aus Satz 1.6 folgt zusammen mit Satz 1.3 sofort der

Satz 1.7. Zu jedem eindeutig entzifferbaren A-B-Code c gibt es einen sofort ent-
zifferbaren A-B-Code mit derselben Folge n1, ..., n, von Codewort-Lingen. O

Wie dieser Satz zeigt, sind eindeutig, aber nicht sofort entzifferbare Codes in
der Praxis uninteressant. Sofort entzifferbare Codes — die, informatisch gesprochen,
von deterministischen endlichen Automaten erkannt werden — sind dagegen fiir die
Datenkompression von praktischem Interesse.

2 Priifziffersysteme

Im gesamten Rest dieses Kapitels beschéftigen wir uns mit dem Thema ,,Codierung*
unter einem anderen Aspekt: Bei jeder Datentibertragung bzw. Datenverarbeitung
kommen Fehler vor. Nun gibt es eine mathematische Theorie, die sich mit dem
Problem der Entdeckung und Korrektur solcher Fehler beschiftigt; auch hier spielt
ein Code-Begriff eine zentrale Rolle, der sich allerdings etwas von dem im §1
gebrauchten unterscheidet.

Das Problem der Ubertragungsfehler ist jedem Telephonierer bekannt: Das Rau-
schen in der Leitung zwingt zum Buchstabieren, notfalls mit Codewértern wie ,,An-
ton*, ,,Berta®, usw. Ein anderer Anwendungsfall ist das Problem der Druckfehler,
und ein bekanntes Gesellschaftsspiel schopft Lustgewinn aus der Uberlagerung von
Ubertragungsfehlern beim Weiterfliistern komplizierter Worte.

In diesem Abschnitt wollen wir einige konkrete Anwendungen kennenlernen,
bei denen es nur um die Erkennung (nicht aber die Korrektur) von Fehlern bei der
Eingabe von Daten geht; wenn dann ein Fehler aufgetreten ist, wird die Daten-
eingabe einfach wiederholt. Man erreicht dies durch das Hinzufiigen von Priifzei-
chen; derartige Systeme konnen also immer dann verwendet werden, wenn die
Eingabe leicht wiederholt werden kann. Als Beispiele seien ISBN-Nummern, EAN-
Nummern (,,Strichcode™) und Kontonummern genannt.

Laut Verhoeff [1969] ist die bei weitem haufigste Fehlerquelle bei der Eingabe
eines Codeworts ein Einzelfehler (a — b), bei dem also genau ein Symbol falsch
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eingegeben wird; dies liefert 79% aller iiberhaupt auftretenden Fehler. Hier seine
Ubersicht iiber die relative Hdufigkeit von Eingabefehlern:

Fehlertyp Symbol Haufigkeit
Einzelfehler (Verwechslung einer a—b 79,0%
Ziffer)

Nachbartranspositionen (Vertau- ab — ba 10,2%
schung benachbarter Ziffern)

Sprungtranspositionen  (Vertau- abc — cba 0,8%
schung einer Ziffer mit der

iibernidchsten)

Zwillingsfehler aa — bb 0,6%
phonetische Fehler (z.B.: dreiig | a0 <> la (a =3,...,9) 0,5%
— dreizehn)

Sprung-Zwilling-Fehler aca — bcb 0,3%
ibrige Fehler (zufillige Fehler) 8,6%

Die meisten praktisch benutzten Priifziffersysteme lassen sich in das folgende
Schema einordnen:

Definition 2.1. Sei A ein Alphabet und G = (A, -) eine (multiplikativ geschrie-
bene) Gruppe auf A. Ein Priifziffersystem (oder auch eine Priifzeichen-Codierung)
iiber G besteht aus n Permutationen my, ..., m, in der symmetrischen Gruppe S4
sowie einem Element ¢ € A. Dabei wird ein Worta . . . a,_1 so um ein Priifzeichen
an erweitert, daB} die folgende Kontrollgleichung erfiillt ist:

2.1 mi(ay)...my(a,) = c.

Es ist klar, daB} a,, fiir gegebene ay, ..., a,—1 durch (2.1) eindeutig bestimmt ist.
Es gilt nun der folgende leichte, aber fundamentale

Satz 2.2. Jedes Priifziffersystem iiber einer Gruppe erkennt alle Einzelfehler.

Beweis. Angenommen, der Eintrag a; ist durch a] # a; ersetzt worden (aber die
restlichen Eintrige sind korrekt). Wir miissen zeigen, daBl dann die Kontrollglei-
chung (2.1) verletzt ist. Fiir den korrekten Eintrag a; gilt wegen (2.1)

—1 —1 —1 —1
wi(a;) =mi—1(ai—1)” ...w(a1)” cmplan) ™ .. wip(@iv) .

Da 7; eine Permutation ist, ist 7;(a;) # m;(a)), womit ay ...a;_1aja;j11...a,
nicht ebenfalls (2.1) erfiillen kann. O



VIIL.2 Priifziffersysteme 135

Ein besonders naheliegender Spezialfall von Definition 2.1 ist die Priifziffer-
codierung modulo m:

Definition 2.3. Sei A das Alphabet A = {0,...,m — 1}. Wir wihlen G = Z,,
(additiv geschrieben!) sowie n Zahlen wy, ..., w, mit ggT(w;, n) = 1. Dann ist
m; =x = w;x fiiri =1, ..., neine Permutation von A. Mit ¢ = O und w,, := %1
wird aus der Kontrollgleichung (2.1) die Bedingung

n—1
(2.2) a, = + Z wia; (mod m).
i=1

Wir geben nun zwei konkrete Anwendungsbeispiele an.

Beispiel 2.4 (ISBN-Nummern). Jedem Buch ist bekanntlich eine ISBN-Nummer
zugeordnet. Zum Beispiel hat das vorliegende Buch die Nummer 3-110-16727-1.
Dabei gibt 3 das Land an (Deutschland), 110 den Verlag (de Gruyter) und 16727
das Buch. Die letzte Ziffer ist eine Priifziffer, die hier (mit m = 11) gemil

9
ap = Ziai (mod 11)

i=1

gebildet wird. Im Beispiel giltinder Tat1-3+2-1+4---49-7 =1 (mod 11).
Noch eine Bemerkung: Falls sich die Priifziffer a;g = 10 ergibt, verwendet man
dafiir das Symbol X.

Beispiel 2.5. Eine europiische Artikel-Nummer (EAN) besteht aus 13 Ziffern. Da-
bei bedeutet die erste Ziffer das Ursprungsland; die letzte Ziffer ist eine Priifziffer
und wird gemél

a3 = —(a; +3ax + a3 +3a4 + - -- + a1 +3a1z) (mod 10)

1 fiiri d
gebildet. Man arbeitet hier also mitn = 13 und w; = o l Hngerade
3 fiir i gerade.

Zur Verwendung von opto-elektronischen Lesegeriten werden allerdings nicht
nur die Ziffern gedruckt, sondern die Zahl wird auch als Strichcode angegeben,
wie in der folgenden Abbildung. Der Strichcode ist durch Rand- und Mittelstriche
unterteilt; jedes a; (i # 1) wird durch eine Folge von 7 ,,ausgefiillten” (= 1) oder
,leeren (= 0) Balken codiert.

Zur Codierung der Ziffern werden vier Codes verwendet, die wir wie folgt
tabellarisch zusammenfassen:
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4 0006381 213370

Zeichen | Code A Code C | Code B Code D

0 0001101 | 1110010 | 0100111 | AAAAAA

1 0011001 | 1100110 | 0110011 | AABABB

2 0010011 | 1101100 | 0011011 | AAABAB

3 0111101 | 1000010 | 0100001 | AABBAB

4 0100011 | 1011100 | 0011101 | ABAABB

5 0110001 | 1001110 | 0111001 | ABBAAB

6 0101111 | 1010000 | 0000101 | ABBBAA

7 0111011 | 1000100 | 0010001 | ABABAB

8 0110111 | 1001000 | 0001001 | ABABBA

9 0001011 | 1110100 | 0010111 | ABBABA
Die Ziffern as, . . ., a7 werden nun jeweils nach Code A oder B und die Ziffern
as, . ..,ai3 nach Code C verschliisselt. Man beachte, da3 C aus A durch Vertau-

schen von 0 und 1 entsteht und dal B aus C durch Umkehrung der Reihenfolge
der 7 Komponenten hervorgeht. SchlieBlich ist die erste Ziffer aj, die nicht explizit
durch Striche dargestellt wird, durch die Kombination der Auswahlen der Codes
A und B fiir die Ziffern ay, ..., a7 festgelegt, was durch Code D in der Tabelle
geregelt wird. Man iiberzeugt sich davon, daB3 dies eindeutig erkennbar ist, da kein
Codewort sowohl in A wie in B vorkommt.

Aufgrund der eingangs erwihnten Ergebnisse von Verhoeff méchte man zumin-
dest noch Nachbartranspositionen erkennen konnen. Hier gilt:

Satz 2.6. Ein Priifziffersystem wie in Definition 2.1 gestattet es genau dann, jede
Nachbartransposition zu erkennen, wenn die folgende Bedingung fiir alle x, y € G
mit x # y und jedesi = 1,...,n — 1 erfiillt ist:

(2.3) xmi1 (771 0)) # ymi (7)),
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Beweis. Wegen der Kontrollgleichung [ [ ; (a;) = ¢ wird die Transposition
aidj41 — aj414a;

genau dann erkannt, wenn

wi(a)mwiv1(ai+1) # mwi(ai+1)mwiv1(ai)

gilt. Setzt man x = m;(a;) und y = m;(aj+1), so erhilt man die angegebene
Bedingung. O

Definition 2.7. Im folgenden betrachten wir zunichst den Spezialfall abelscher
Gruppen. Dann 148t sich die Bedingung (2.3) zu

(2.4) x 718 (x) #£ y7'8i(y) firallex,y € Gmitx #y

umformen, wobei wir §; = ;4107 l._l gesetzt haben. Eine Permutation §; mit dieser
Eigenschaft heilit ein Orthomorphismus der Gruppe G. Ein Orthomorphismus ist
also eine Permutation §8;, fiir die x — x~18; (x) wieder eine Permutation ist.

In der Literatur wird auch oft die Bedingung betrachtet, dal x — x§(x) wie-
der eine Permutation ist. Derartige Abbildungen heilen vollstindige Abbildungen.
Beide Begriffe sind im wesentlichen dquivalent: Wenn § ein Orthomorphismus
ist, ist x — x~'8(x) eine vollstindige Abbildung; und wenn § eine vollstindige
Abbildung ist, ist x > xJ(x) ein Orthomorphismus.

Orthomorphismen hingen eng mit den in § II1.5 eingefiihrten Differenzmatrizen
zusammen: Eine Permutation § einer (additiv geschriebenen) abelschen Gruppe G
ist offenbar genau dann ein Orthomorphismus, wenn die Matrix

0 0 e 0
A= g1 g2 . gm
8(g1) 6(g2) ... (gm)
eine Differenzmatrix iiber G ist, wobei {g1, ..., gn} eine Auflistung der Elemente

von G sei. Wir zeigen nun den folgenden

Satz 2.8. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Genau dann existiert ein Priif-
ziffersystem iiber G, das jede Nachbartransposition erkennt, wenn es einen Ortho-
morphismus fiir G gibt.

Beweis. Wie wir uns bereits iiberlegt haben, ist jedes §; = m; 41 o ni_l ein Ortho-
morphismus fiir G, falls alle Nachbartranspositionen erkannt werden. Umgekehrt
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sei nun § ein Orthomorphismus fiir G. Wir wihlen ; := §'. Damit ergibt sich (fiir
jedes i)
S =mipom =815 =3,

weswegen die Codierung geméil der Kontrollgleichung

]i[af(x» =c
i=l

die gewiinschte Eigenschaft hat. O

Beispiel 2.9. Das bei den ISBN-Nummern verwendete Priifziffersystem tiber Z1
(siehe Beispiel 2.4) kann Nachbartranspositionen korrigieren. Mit

Ti:x+—ix (modl1l) ((=1,...,10)

erhalten wir
S =mipon =[x (i + i 'x],

was in der Tat ein Orthomorphismus von Z1 ist:
G+DiT'x—x=3G+Diy—y & (+Di'x—y)=x—y.

Wenn x # y ist, konnte das nur fiir (i + 1)i~! = 1 (mod 11) gehen, was aber
absurd ist.

Wir kldren nun die Struktur derjenigen abelschen Gruppen, die Orthomorphis-
men besitzen. Hierfiir wird etwas (eher elementare) Gruppentheorie benétigt; der
Leser kann diesen Satz (und seinen Beweis) gegebenenfalls iiberschlagen, da er im
folgenden nicht mehr bendtigt wird.

Satz 2.10. Sei G eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung m. Genau dann be-
sitzt G einen Orthomorphismus, wenn m ungerade ist oder wenn G mindestens
zwei verschiedene Involutionen enthdlt (also die 2-Sylowgruppe von G nicht zy-
klisch ist).

Beweis. Zuniichst sei m ungerade. Dann ist die Abbildung § : x > x? eine Permuta-
tion; wegen x ~!8(x) = x ist § sogar ein Orthomorphismus. Sei nun m gerade. Wir
konnen G = S x H schreiben, wobei | S| = 2¢ gilt und | H | ungerade ist. Zu zeigen
ist also, dal G genau dann einen Orthomorphismus besitzt, wenn S nicht zyklisch
ist. Wir nehmen zunéchst an, daB S zyklisch sei, etwa S = Z,c. Dann gibt es also
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einen surjektiven Homomorphismus ¢: G — Zyc. Wenn § ein Orthomorphismus
fiir G ist, so folgt

— -1
doe@=) o( g '8 )

geG 8€G  permutation von G

=Y (@ H+eC s )
——

8eG Permutation von G
= (- +¢(g) =0 (mod2°).
geG

Andererseits gilt (mit | H| = k) auch

2¢—1

qu(g)—kZl—k =D 20 moa o),

geG

da k ungerade ist. Widerspruch! Fiir die umgekehrte Richtung ist ein konstruktiver
Beweis moglich, aber ziemlich lang. Wir verweisen hierfiir etwa auf § 1.5 von Evans
[1992]. O

Orthomorphismen kénnen auch fiir nicht-abelsche Gruppen betrachtet werden;
diese Fragestellung interessiert in der Design-Theorie, nicht aber im gegenwértigen
Zusammenhang. Eine ausfiihrliche Darstellung findet man in der Monographie von
Evans [1992]. Wir halten noch eine interessante Folgerung aus den Sétzen 2.8 und
2.10 fest:

Korollar 2.11. Fiir eine abelsche Gruppe G der Ordnung |G| = 2 (mod 4) kann
kein Priifziffersystem tiber G alle Nachbartranspositionen erkennen. O

Insbesondere eignet sich also die bei den EAN-Nummern verwendete zyklische
Gruppe der Ordnung 10 (vgl. Beispiel 2.5) grundsitzlich nicht besonders als Tréiger
eines Priifziffersystems. Nun gibt es aber noch eine (nicht-abelsche) Gruppe der
Ordnung 10, nimlich die Diedergruppe Ds. Es gibt zwar keinen Orthomorphismus
von Ds, wohl aber eine Abbildung, die die Bedingung

2.5) x8(y) # y8(x) firallex,ymitx # y

erfiillt. Analog zum Beweis von Satz 2.8 setzt man dann wieder m; := &'. Zur
Erinnerung: Die Diedergruppe Ds kann durch

Ds={(a,b:a>=b*>=1,bab=a"")
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definiert werden. Geometrisch 14t sich dies bekanntlich als die Gruppe der Spie-
gelungen und Drehungen eines regelméBigen Fiinfeckes deuten. Codiert man die
Elemente von D5 mit den Ziffern 0, . .., 9 gemal

a’ > j und a’b+ j+5 (j=0,....9),

so erhilt man die folgende Multiplikationstafel fiir Ds:

i\jllo 1.2 3 4|5 6 7 8 9]
0 o 1 2 3 4[5 6 7 8 9
1 |1 2 3 4 0[(6 7 8 9 5
2 |2 3 4 0 1|7 8 9 5 6
3 13 401 2(8 9 5 6 7
4 |4 01 2 3|9 5 6 7 8
515 9 8 7 5[0 4 3 21
6 |6 59 8 6[1 0 4 3 2
7 07 6 59 8[2 1 0 4 3
8 |8 7 6 5 9|3 2 1 0 4
9 |9 8 7 6 5[4 3 2 1 0

Man kann nun nachrechnen, daf die von Verhoeff [1969] angegebene Permu-
tation

0123456789
26) 8=(1576283094)

der Ordnung 9 die Bedingung 2.5 erfiillt. Wie das folgende Beispiel zeigt, wurde
dieses etwas esoterisch anmutende Priifziffersystem tatsdchlich verwendet.

Beispiel 2.12. Die Kennzeichnung der deutschen Banknoten (ab 1990) erfolgte
durch 11 Zeichen, die dem Alphabet

{0,...,9,A,D,G,K,L,N,S,U,Y, Z}
entnommen wurden, beispielsweise A D6913433K 8. Ersetzt man die Buchstaben

gemil der Tabelle

A|/DIG|IK|L|N|S|U|Y|Z
0| 1]2|3|4]5]6|7]8]9

durch Ziffern, so erhilt man Folgen der Léange 11 iiber Ds, im Beispiel also
01691343338. Jede solche Folge geniigt der Priifgleichung

2.7 8(ar)...8"@p)an =0,
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wobei § die in (2.6) angegebene Permutation ist. Damit konnen also auch fast
alle Nachbartranspositionen erkannt werden; eine Ausnahme besteht hier lediglich
fiir die letzten beiden Ziffern. Diese Schwiche des Systems hitte natiirlich leicht
vermieden werden kénnen, wenn man in (2.7) statta; den Term 8! (a; ) verwendet
hitte. Warum dies nicht geschabh, ist unklar.

Ubung 2.13. Man beweise den folgenden Satz von Ecker und Poch [1986]: Es sei
G =D, =(a,b:a" =b*>=1,bab = a~") die Diedergruppe der Ordnung 2m,
m > 3 ungerade. Dann erfiillt die durch

sa’y=a""'""J und 8@@'b)y=a’b (j=0,....,m—1),

definierte Permutation § die Bedingung (2.5). Somit liefert 7r; := 8" (i = 1,...,n)
eine Priifzeichencodierung iiber D,,, die Einzelfehler und alle Nachbartransposi-
tionen erkennt.

Ubung 2.14. Man gebe (in Analogie zu Satz 2.6) eine algebraische Bedingung an,
die das Erkennen von Sprungtranspositionen erlaubt.

Mehr iiber Priifziffersysteme findet man bei Schulz [1991,1996] und in der
dort zitierten Literatur. Insbesondere kann man anstelle von Gruppen auch Qua-
sigruppen verwenden; hierbei handelt es sich um algebraische Strukturen, die den
Gruppenbegriff verallgemeinern. Man verzichtet auf die Giiltigkeit des Assoziativ-
gesetzes und verlangt die eindeutige Losbarkeit von Gleichungen der Form ax = b
und xa = b. Quasigruppen hingen eng mit lateinischen Quadraten zusammen; der
interessierte Leser sei auf Bruck [1958] sowie Dénes und Keedwell [1974,1991]
verwiesen.

3 Fehlerkorrigierende Codes

In diesem Abschnitt stellen wir einige allgemeine Grundbegriffe tiber fehlererken-
nende und fehlerkorrigierende Codes zusammen. Dazu fiihren wir zunichst den
folgenden Abstandsbegriff fiir Worter derselben Lénge iiber einem Alphabet B ein.

Definition 3.1. Sei B # ) eine endliche Menge. Der durch

dx,y)=Wjlx; #yj}l (x=&1,....%),y=1,...,Y) € B")

erklarte Abstand wird als der Hamming-Abstand auf B" bezeichnet. Istd(x, y) = e,
so sagt man, y gehe aus x durch e Abdnderungen oder Fehler hervor; man nennt
E ={j|xj # y;} (mit |E| = e) dann das Fehler-Muster bei dieser Abinderung.
Im fiir die Praxis besonders wichtigen Fall |B| = 2 kann man aus y und dem
Fehler-Muster e das Wort x eindeutig rekonstruieren.
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Wir bemerken sogleich, dal der Hamming-Abstand auf B" die sogenannte
diskrete Topologie definiert; er erfiillt offenbar die bekannten Abstands-Axiome

(@ dx,y) =0 <= x=y;
(b) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung).

Wir betrachten jetzt A-B-Codes mit konstanter Codewort-Linge n € N. Der Code
ist also durch eine Menge C C B” von a = |A| = |C| Codewdrtern beschreibbar.
Aus diesen Grunde nennt man auch solche Mengen einfach ,,Codes”.

Definition 3.2. Seien B # ¢ endlich und n € N. Teilmengen C von B" werden
auch als Codes der Linge n bezeichnet. Sei d der Hamming-Abstand auf B" und
C C B ein Code. Man nennt C e-fehlerentdeckend, wenn

x,yeC, x #y = d(x,y) = 2e
gilt, und e-fehlerkorrigierend, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:
x,yeC,x #y = dx,y)>2e+1.

Wir wollen kurz die Motive fiir diese Bezeichnungen erldutern. Zu diesem
Zweck betrachten wir die Kugeln

3.1 Ke(x)={z|zeB", d(x,z) <e} (0<eecZ, xeB").

Bei gegebenem x € B" besteht K, (x) aus all denjenigen z € B", die aus x durch
hochstens e Fehler hervorgehen. Fiir d(x, y) >2e + 1 gilt K.(x) N K.(y) =0; ist
also C ein e-fehlerkorrigierender Code, so sind die zu den Codewoértern gehori-
gen Kugeln K,(c) paarweise disjunkt. Man stelle sich nun vor, daB man in einen
Ubertragungskanal ausschlieBlich Worter ¢ € C einfiittert und daB der Kanal ein
eingefiittertes ¢ in hochstens e Komponenten verdndert. Dann ist die Vereinigung
K = U.cc Ke(c) die Menge aller z, die am Ende des Kanals austreten konnen,
und weil besagte Vereinigung eine disjunkte ist, kann man von jedem z € K sofort
sagen, aus welchem ¢ € C es hervorgegangen ist; man korrigiert dadurch also bis
zu e Fehler.

Ist dagegen C nur ein e-fehlererkennender Code und produziert der Kanal ma-
ximal e Fehler, so kann man aus z € [ Ueec Ke (c)] \ C zwar schlieBen, daB Fehler
gemacht wurden, es kann aberi. a. z € K.(c) N K.(d) fiir ¢, d € C mit ¢ # d vor-
kommen, d. h. man weif3 nicht, aus welchem Codewort z durch Einbau von Fehlern
hervorgegangen ist. Dal} dies tatsdchlich vorkommt, zeigt das folgende einfache

Beispiel 3.3. B = {0,1}, n = 8, ¢ = 00000000, ¢’ = 11111111, e = 4,z =
00001111; man hat d(c,z) = 4 = d(c’, 7); z kann ebenso gut aus ¢ wie aus ¢’
durch vier Fehler hervorgegangen sein.
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Man beachte, daf die im vorigen Abschnitt behandelten Priifziffersysteme spe-
zielle 1-fehlererkennde Codes sind. Die vorstehenden Uberlegungen motivieren die
Einfiihrung einiger wichtiger Parameter:

Definition 3.4. Seien B eine endliche Menge der Michtigkeit ¢ # 0 und n, M,
d € N. Eine Menge C € K" heilit ein (n, M, d, q)-Code, wenn |C| = M gilt
sowie

min{d(x,y) | x,y e C, x #y} =d.

Die Zahl d heit der Minimalabstand von C.

Bei gleichem Minimalabstand werden wir von zwei Codes den mit der groB3eren
Michtigkeit als besser ansehen, da er es erlaubt, bei gleichen Fehlerkorrekturei-
genschaften mehr Nachrichten zu versenden. Daher ist es von Interesse, nach der
maximalen Méchtigkeit A(n, d, q) zu fragen, fiir die ein (n, M, d, q)-Code exi-
stiert. Wir wollen hierfiir exemplarisch drei Schranken herleiten. Allgemein gilt die
Bestimmung der A(n, d, g) bzw. die Herleitung guter (asymptotischer) Schranken
als das zentrale Problem der kombinatorischen Codierungstheorie. Wir beginnen
mit einem einfachen Hilfssatz.

Lemma 3.5. Es gilt A(n,d,q) < An—1,d — 1, q) fiird > 2.

Beweis. Gegeben seiein (n, M, d, q)-Code C tiber B. Aus C erhilt man einen Code
C;, indem man aus jedem Codewort in C die i-te Koordinate wegldfit. Wenn d > 2
ist, ist C; offenbar ein (n — 1, M, d — 1, g)-Code, falls man fiir i eine Koordinate
wihlt, in der sich zwei Codewdrter vom Abstand d unterscheiden. O

Man sagt, dal der Code C; im Beweis von Lemma 3.5 durch Punktieren aus
C konstruiert ist. Indem man dieses Verfahren (d — 1)-mal anwendet, ergibt sich
ein (d — 1)-fach punktierter Code, ndmlich ein (n — d 4+ 1, M, 1, g)-Code, also
eine Teilmenge der Michtigkeit M von B"~¢*!. Somit erhalten wir das folgende
Resultat, vgl. Singleton [1964]:

Satz 3.6 (Singleton-Schranke). Es gilt A(n,d, q) < q"~¢+1. O

Definition 3.7. Ein Code, der die Singleton-Schranke mit Gleichheit erfiillt, hei3t
ein MDS-Code (fiir ,maximum distance separable”). Beispiele hierfiir werden wir
in Satz 6.9 kennenlernen. MDS-Codes sind sowohl theoretisch wie auch praktisch
besonders interessant, da sie eng mit endlichen projektiven Geometrien zusam-
menhéngen (siehe dazu Satz IX.6.14) und beispielsweise bei der Fehlerkorrektur
fiir den CD-Spieler eingesetzt werden; vgl. dazu Vanstone und van Oorschot [1989]
oder Jungnickel [1995].
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Unsere zweite Schranke geht auf Hamming [1950] zuriick.

Satz 3.8 (Kugelpackungsschranke). Es gilt

n

< = :
> k=0 (k) (@ — D¥

3.2) An,2e+1,q)

Beweis. Wir betrachten die in (3.1) eingefiihrten Kugeln K,.(c) mitc € C. Da C
ein (n, M,2e + 1, g)-Code ist, sind die K, (c) paarweise disjunkt. Nun gilt

IKe(r)| =1+ (’f)(q — D+ (Z)(q S 4t (’:)(q — e,

da (7)(g — 1)’ offenbar die Anzahl aller Worter x mit d(x, ¢) = i ist. Damit folgt
sofort

e
n
M — Dk < |B" =qg". O
;@” < 1B =¢q

Definition 3.9. Ein Code C, der die Kugelpackungsschranke (3.2) mit Gleichheit
erfiillt, hei3t perfekt; derartige Codes sind von besonderem theoretischem Inter-
esse. Wir werden im néchsten Abschnitt eine unendliche Serie von Beispielen mit
e = 1 kennenlernen; zwei weitere Beispiele folgen spiter, ndmlich die sogenannten
Golay-Codes, siehe 6.6 und 6.7. Die moglichen Parameter perfekter Codes sind fiir
Alphabete, deren Méchtigkeit eine Primzahlpotenz g ist, in einer Reihe von Arbei-
ten von Tietdvainen und van Lint bestimmt worden (,,perfect code theorem‘). Der
interessierte Leser sei hierfiir auf MacWilliams und Sloane [1977] sowie van Lint
[1975] verwiesen, wo man auch Referenzen fiir die Originalarbeiten findet.

Unsere dritte Schranke stammt von Plotkin [1960]:

Satz 3.10 (Plotkin-Schranke). Es sei 6 = ‘fq;‘ Falls d > 6n ist, gilt

3.3 An,d <
(3.3) (n.d.q) < -

und somit insbesondere

2d
3.4 An,d,2) < —— fiirn < 2d.
2d —n
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Beweis. Wir schitzen den durchschnittlichen Abstand zweier Codewdrter in einem
(n, M, d, q)-Code ab. Dazu schreiben wir die M Codeworter als die Zeilen einer
(M x n)-Matrix. Sei S eine Spalte dieser Matrix; in S komme das Symbol s € B
genau mg-mal vor. Wir wollen die Summe aller Abstinde von je zwei Codewortern
abschétzen. Nach Definition ist diese Summe mindestens M (M — 1)d. Der Beitrag
von S zu der betrachteten Summe ist nun

st(M—ms) =Mst —Zm?

seB seB seB
2
) <m- L (Z m)
q SEB
= OM?

mit 8 = (¢ — 1)q. Dabei gilt die Abschitzung (x) wegen der Ungleichung
q A 2
3>t (3a)
i=1 q

die leicht aus > (a; — a)? > 0 folgt, wobei @ = 1 > a; das arithmetische Mittel
der a; bezeichnet. Summiert man nun diese Ungfeichungen iiber alle Spalten S,
erhilt man M (M — 1)d < nf M?, woraus sich die Behauptung unmittelbar ergibt.

O

Dem Beweis entnimmt man, dal Gleichheit in Satz 3.10 nur dann moglich ist,
wenn je zwei Codeworter tatsidchlich genau den Abstand d haben. Derartige Codes
heilen dquidistant.

Fiir den besonders wichtigen Fall g = 2 ist das folgende Lemma sehr niitzlich:

Lemma 3.11. Es gilt A(n,2e — 1,2) = A(n + 1, 2e, 2).

Beweis. Sei C ein (n, M,2e — 1,2)-Code, wobei wir als zugrunde liegendes
Alphabet B = {0, 1} annehmen konnen. Wir erhalten einen neuen Code C’, den
erweiterten Code zu C, indem wir an jeden Vektor (x1, ..., x,) € C eine weitere
Koordinate

Xptl = X1+ -+ x,; (mod 2)

anfiigen; da dann stets x| + - - - + x,1.1 = 0 (mod 2) gilt, wird C’ als pariry check
extension von C und x, 41 wie in §2 als Priifbit bezeichnet. Falls also fiirx, y € C
die Bedingung d(x, y) = 2e — 1 gilt, folgt

x1+y) 4+ x4+ yp) =1 (mod2),
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also x,+1 # yna1 und daher d(x’, y') = 2e fiir die erweiterten Worter in C’. Somit
ist C"inder Tatein (n+ 1, M, 2e, 2)-Code. Die Umkehrung folgt durch Punktieren
nach Lemma 3.5. O

Ubung 3.12. Fiir ¢ = 2 kann man die Plotkin-Schranke (3.4) etwas verstirken.
Man zeige namlich:

@ A(r,d,2) =2 5 | fallsn < 2d ist.
Hinweis: Man unterscheide die Fille M gerade und M ungerade.

(b) A(n,d,2) <2 de‘i%J fiir n < 2d, falls d ungerade ist.

(c) A(2d +1,d,2) < 4d + 4, falls d ungerade ist.

Die beste bekannte allgemeine untere Schranke fiir A(n, d, g) wurde unab-
hingig voneinander von Gilbert [1952] und Varshamov [1957] entdeckt. Sie ist
leider recht schwach, dafiir ist der Beweis aber nahezu trivial.

Satz 3.13 (Gilbert-Varshamov-Schranke). Es gilt

n

q .
Yz (g -1y

Beweis. Es sei C ein maximaler (n, M, d, q)-Code iiber B. Dann gibt es also keinen
Vektor in B”, der zu jedem ¢ € C Abstand > d hat. Mit anderen Worten: Zu jedem
x € B" gibteseinc € C mitd(x,c) < d — 1. Die Kugeln K;_1(c) mitc € C
iiberdecken also B"; die Behauptung folgt nun wie in Satz 3.8. O

(3.5 An,d; q) =

4 Lineare Codes

Die kombinatorische Codierungstheorie, mit deren Anfangsgriinden wir uns im vo-
rigen Abschnitt beschéftigt haben, hat besondere Fortschritte dadurch erzielt, daf3
sie die Theorie der endlichen Gruppen und Korper in ihren Dienst stellte und da-
durch zur algebraischen Codierungstheorie wurde. Dieser Vorgang ist eines der
eindrucksvollsten Beispiele dafiir, wie ,,Spinnereien” der reinen Mathematik un-
vermutet praktische Bedeutung erlangen konnen. Im Rest dieses Kapitels wollen
wir nun die Grundlagen der algebraischen Codierungstheorie systematisch darstel-
len. Zum weiteren Studium seien insbesondere MacWilliams und Sloane [1977],
Blahut [1983], Jungnickel [1995] sowie van Lint [1999] empfohlen.

Die algebraische Theorie der Codes verwendet die Algebra der endlichen Kor-
per, deren wichtigste Grundergebnisse wir ja bereits in §III.3 zusammengestellt
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haben. In diesem Abschnitt fiihren wir einige allgemeine Grundbegriffe iiber linea-
re Codes ein, also iiber Codes, die einen Unterraum eines endlichen Vetorraums
GF(g)" bilden.

Definition 4.1. Seien ¢ = p” eine Primzahlpotenz, K = GF(q) und n,k,d
natiirliche Zahlen. Ein k-dimensionaler Unterraum C des K" hei3it ein linearer
[n, k,d, q]-Code, wenn gilt:

d = min{d(x,y) | x,y € C, x # y}.
Dabei bezeichnet d(., .) wieder den Hamming-Abstand. Wir nennen die Menge
Tr(x) ={j 1 x; #0}

fiir ein beliebiges x € K" den Trédger von x und die Machtigkeit w(x) = | Tr(x)|
das Gewicht von x. Man kann fiir lineare Codes also kurz

dx,y)=wkx —y) (x,yeK")

schreiben. Insbesondere ist der minimale Abstand zweier Codewdorter in C gleich
dem Minimalgewicht
minf{w(c) : c € C \ {0}}.

Bekanntlich definiert man fiir x, y € K", x = (x1, ..., X), Yy = V1, - -+ Yn)>

n
xly «— ijyj:O
j=1

und setzt fiir beliebiges D € K"
Dt = {y | xLy fiiralle x € D}.

D ist stets ein linearer Unterraum von K”. Ist D ein k-dimensionaler linearer
Unterraum von K", so hat D+ die Dimension (n — k), wie man aus der linearen
Algebra weil3.

Definition 4.2. Ist C einlinearer [n, k, d, g]-Code iiber K = GF'(gq) , so nennt man
den linearen Code C+ den zu C dualen Code. Gilt C*+ = C, so heiBt C selbst-dual.
Es gilt natiirlich (C1)+ = C fiir jeden linearen Code C.

Es gibt zwei aus der linearen Algebra bekannte Methoden, einen linearen Code
zu definieren: Entweder gibt man eine Basis fiir C oder man gibt eine Basis fiir
C+ an. In beiden Fillen kann man die Vektoren der jeweiligen Basis zu den Zeilen
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einer Matrix machen; diese ist im ersten Falle eine (k x n)-Matrix G, im zweiten
Falle eine ((n — k) x n)-Matrix H. Es gilt

4.1 C={uG|lueckF={c|ceK", H =0},

wobei xT den zu x transponierten (Spalten-)Vektor bezeichnet. Man nennt G eine
Erzeugermatrix (oder auch Generatormatrix) von C und H eine Kontrollmatrix von
C. Weil es im Falle ¢ = 2 immer nur um ,,gerade oder ungerade® geht, sagt man
statt ,, Kontrollmatrix“ auch ,,parity check matrix*. Erzeuger- und Kontrollmatrizen
fiir einen Code gibt es also (bis auf Zeilenpermutationen) genau so viele, wie es
Basen fiir C bzw. C* gibt.!

Man kann das Studium linearer Codes also auch als Teil der linearen Alge-
bra iiber endlichen Korpern ansehen. Nur handelt es sich hier um basisabhdngige
lineare Algebra, da das Minimalgewicht keine Invariante unter linearen Abbildun-
gen ist. Wihrend man in der linearen Algebra die Basis im allgemeinen moglichst
einfach wihlt (so wird beispielsweise die Basis eines Unterraums gerne zu einer
Basis des gesamten Raumes fortgesetzt), geht man hier eher umgekehrt vor: Damit
das Minimalgewicht grof} wird, muf} der Code C moglichst ,,schief* beziiglich der
natiirlichen Basis des GF'(¢)" liegen.

Ubung 4.3. Man zeige: Besitzt ein linearer ([n, k, w, g]-Code eine systematische
Erzeugermatrix, also eine Erzeugermatrix der Form

1 0
G = A k
0 1
S0 ist
AT 1 0
H =
0 1
—_— ——
M n—k

eine Kontrollmatrix von C. Zwischen dquivalenten Codes, die durch eine Permu-
tation der Koordinaten auseinander hervorgehen, wird in der Codierungstheorie
iiblicherweise nicht unterschieden; in diesem Sinne hat dann jeder lineare Code
Erzeuger- und Kontrollmatrizen der eben angegebenen Form.

1 Spiter werden wir — im Kontext zyklischer Codes — etwas allgemeiner Erzeugersysteme (statt
Basen) von C bzw. C L verwenden, um Matrizen G und H mit (4.1) zu erklédren; dann miissen also
Erzeuger- und Kontrollmatrizen nicht mehr vollen Rang haben.
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Wenn man lineare Codes durch die Angabe von Kontrollmatrizen definiert, kann
man die Parameter leicht bestimmen. Es gilt ndmlich der

Satz 4.4. Sei H die Kontrollmatrix eines linearen [n, k, d, q]-Codes der Linge n
tiber GF(q). Dann gilt:

(@) k=dimC =n — Rang H.

(b) Das Minimalgewicht von C ist die kleinste Zahl d, fiir die es d linear abhdngi-
ge Spalten in H gibt.

Beweis. Klarerweise gilt dim C = n —dim C* = n —Rang H. Es gibt genau dann
ein Codewort x mit w(x) = w, wenn Hx” = 0 fiir einen Vektor vom Gewicht w
gilt, also genau dann, wenn w geeignete Spalten von H linear abhingig sind. O

Als Beispiel fiir die Anwendung von Satz 4.4 konstruieren wir die sogenann-
ten Hamming-Codes, die unabingig voneinander von Golay [1949] und Hamming
[1950] gefunden wurden.

k
Satz 4.5. Sei g eine Primzahlpotenz, k € N und n = qq—_ll. Dann existiert ein

linearer [n,n — k, 3, q]-Code, der (n, n — k)-Hamming-Code.

Beweis. Sei K = GF(q). Dann zerfillt K* \ {0} disjunkt in die des Nullvektors
0 € KX beraubten 1-dimensionalen Unterriume, also in Mengen der Michtigkeit

k_ . . .
g — 1. Somit ist n = % gerade die Anzahl der 1-dimensionalen Unterrdume

von K*. Man wihle aus jedem von diesen einen Vektor # ¢ und mache die so
erhaltenen n Vektoren aus K* zu den Spalten einer (n x k)-Matrix H, in der somit
je zwei Spalten linear unabbhingig sind. Nach Satz 4.4 ist H die Kontrollmatrix
eines linearen Codes mit den in der Behauptung angegebenen Parametern. O

Beispiel 4.6. Die sieben Vektoren (1, 1, 1), (1, 1,0), (1,0, 1), (0, 1, 1), (1,0, 0),
(0,1,0) und (0,0, 1) bilden ein Reprisentantensystem fiir die 1-dimensionalen
Unterriume von GF(2)3. Fiir den (7, 4)-Hamming-Code erhélt man somit bei-
spielsweise

1 0 0 0|0 1 1
G — 0O 1 0 o1 0 1
O 0 1 o1 1 O
O 0 O 1|1 1 1
und

0O 1 1 1]1 0 O

H=|1 0 1 1|0 1
1 0 1]/]0 0 1
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als Erzeuger- bzw. Kontrollmatrix, wobei wir Ubung 4.3 verwendet haben.

Satz 4.7. Jeder Hamming-Code ist perfekt.

Beweis. Hieriste = 1, also |K.(c)| =n(g — 1)+ 1 = qk. Somit gilt

U ke| =1C1-¢" =" 4" =",

ceC

woraus sofort die Behauptung folgt. O

Das analoge Problem zur Bestimmung der Zahlen A(n, d, q) ist die Frage nach
der maximalen Dimension k eines [n, k, d, g]-Codes. Die im vorigen Abschnitt
angegebenen oberen Schranken fiir die Zahlen A(n, d, ¢g) liefern unmittelbar der-
artige Schranken. So ergibt beispielsweise die Singleton-Schranke aus Satz 3.6 die
Bedingung

4.2) k<n-—d+1.

Ein linearer MDS-Code ist also ein [n, k, d, g]-Code mitd = n — k + 1, vgl.
Definition 3.7. Wir verwenden jetzt Satz 4.4, um zu beweisen, daf} dann auch der
duale Code ein MDS-Code ist:

Satz 4.8. Es sei C ein linearer [n,k,n — k 4+ 1, q]-MDS-Code. Dann ist Ct ein
[n,n—k, k+ 1, q]-Code, also ebenfalls ein MDS-Code.

Beweis. Trivialerweise hat C- Dimension n — k. Wegen (4.2) geniigt es zu zeigen,
daB jedes Codewort i € C*+ mit h # 0 Gewicht w(h) > k + 1 hat. Angenommen,
das wire falsch; dann hat 4 in mindestens n — k Komponenten Eintrag 0. Da & zu
einer Basis von C erginzt werden kann, gibt es eine Kontrollmatrix H der GroBe
(n — k) x n von C, die h als Zeile enthilt. Es sei H' eine Untermatrix von H, die
aus n — k Spalten gebildet wird, in denen 4 Eintrag 0 hat; dann enthilt H’ also eine
Nullzeile. Daher sind die n — k Spalten von H’ linear abhiingig, weswegen nach
Satz 4.4 das Minimalgewicht von C hochstens n — k betragen kann. Widerspruch!

O

Das Existenzproblem fiir lineare MDS-Codes ist zu einem Problem tiber end-
liche projektive Raume dquivalent, wie wir in § IX.6 sehen werden; dieser Zusam-
menhang hat zu wesentlichen Fortschritten gefiihrt, wie wir dort erldutern werden.
Eine grofie Klasse von Beispielen werden wir aber bereits in Satz 6.9 erhalten.

Wir wollen nun eine Schranke herleiten, die speziell fiir lineare Codes gilt und
die Singleton-Schranke (3.6) verstédrkt. Dazu folgende Notation: Der kleinste Wert
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von n, fiir den es einen [n, k, d, g]-Code gibt, wird mit N (k, d, q) bezeichnet; in
dieser Notation lautet die Singleton-Schranke also N(k,d,q) > k 4+ d — 1. Die
folgende Verstirkung stammt von Griesmer [1960]:

Satz 4.9 (Griesmer-Schranke). Es gilt
d d
(4.3) N(k,d,q) 2d+|= |+ +| 7= |
q q
Beweis. Wir zeigen zunéchst die folgende rekursive Abschitzung:

(4.4) N(k,d,q)Zd—i-N(k—l,’V;—i—‘,q).

Dazu sei C ein [N (k,d, q), k, d, g]-Code mit einer k-zeiligen Erzeugermatrix G.
Nach einer geeigneten Permutation der Zeilen und Spalten sowie Multiplikation
von Spalten mit geeigneten Skalaren % O (wodurch wir zwar den Code C verédndern,
nicht aber seine Parameter), konnen wir annehmen, dal G die folgende Form hat:

d
——
G| o0...0 1.1

G G»
wobei also G eine (k — 1) x (N(k,d,q) — d))-Matrix ist. Wir behaupten

nun, daB} die Zeilen von G linear unabhéngig sind. Wire dies nicht der Fall, so
konnten wir die erste Zeile von G zu 0...0 machen. Das entsprechende Code-

Wort x = (0,...,0,x1,...,x4) mit x1,...,x5 # 0 in C wiirde dann aber zu
einem Wort vom Gewicht < d in C fiihren, nimlich zu x — x;(0,...,0,1, ..., 1);
man beachte dabei, dal nicht x; = --- = x4 gelten kann, da sonst die Zeilen

von G linear abhingig wiren. Widerspruch! Somit ist G| die Erzeugermatrix eines
[Nk,d,q)—d,k—1,d,g]-Codes C;.

Wir miissen noch d’ abschiitzen. Dazu sei u € C; ein Vektor vom Gewicht
d’, also eine Linearkombination der Zeilen von G1; wenn v die entsprechende
Linearkombination der Zeilen von G ist, gilt also (v |v) € C. Sei x € GF(q)
beliebig. Da (u |v) vom Codewort (0...0|x...x) mindestens Abstand d hat,

muB v mindestens d — d’ Eintréige # x enthalten. Jedes x € GF(¢) kommt also
hochstens d’-mal in v vor. Es folgt gd’ > d, alsod’ > g , was sofort (4.4) liefert.

Iterative Anwendung von (4.4) ergibt dann die gewiinschte Schranke (4.3). O

SchlieBlich zeigen wir ein lineares Analogon der Schranke aus Satz 3.13:
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Satz 4.10 (Gilbert-Varshamov-Schranke). Wenn

d-2

-1 )
3 (" . )(q — < g
i=0 !
ist, dann gibt es einen [n, k, d, q]-Code.

Beweis. Nach Satz 4.4 haben wir eine ((n — k) x n)-Matrix H iiber GF(q) zu
konstruieren, fiir die je d — 1 Spalten linear unabhéngig sind. Als erste Spalte
kénnen wir jeden Vektor # 0 in V = GF (¢)"~* wihlen. Angenommen, wir haben
bereits m Spalten von H konstruiert, von denen je d — 1 linear unabhéngig sind.
Offensichtlich kann man aus diesen m Spalten héchstens

f(m)=1+(61—1)<m)+(q—1)2<m>+...+(q_1)d—2( m )
! 2 d—2

verschiedene Linearkombinationen bilden, die sich aus hochstens d — 2 Spalten
kombinieren lassen. Wenn f (m) < ¢" ¥ ist, kann man einen von den beschriebenen
Linearkombinationen verschiedenen Vektor v € V auswéihlen; man sieht leicht, daf
v als weitere Spalte von H gewihlt werden kann. Aufgrund unserer Voraussetzung
giltaber f(m) < ¢" *fiirallem < n—1, weswegen wir schlieBlich die gewiinschte
Matrix H erhalten. O

S Zyklische Codes und Polynomideale

Im Laufe der Zeit hat sich eine vielleicht erstaunliche Tatsache herauskristallisiert:
Codes sind in der Praxis um so besser einsetzbar, je mehr algebraische Struktur sie
besitzen. Von zentraler Bedeutung sind insbesondere die zyklischen Codes, die wir
in diesem Abschnitt einfiihren wollen.

Definition 5.1. Sei g eine Primzahlpotenz und K = GF(g) sowie n € N. Ein
Code C € K" heilit zyklisch, wenn gilt:

(c1y...,cn)eC = (cp,C1y...,cy_1)€C.

Beispiel 5.2. Offenbar ist ein linearer Code zyklisch, wenn man fiir ihn eine
n-zeilige zyklische Erzeugermatrix angeben kann; deren Zeilen sind dann natiirlich
nicht mehr linear unabhéngig, auSer in Trivialféallen. Wir wollen das nun fiir einen
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zum (7, 4)-Hamming-Code aus Beispiel 4.6 dquivalenten Code tun. Zunichst per-
mutieren wir die Spalten Sp, ..., S¢ der Matrix G aus 4.6 in die Reihenfolge
(So, Se, S4, S5, S1, S2, §3) und erhalten die Matrix

1 1 0 1 0 0 0
oo 1t o 100
0 0 1 1 0 1 0
o 1 1 1 0 0 1

Wir bezeichnen nun die Zeilen von G’ mit Z; und setzen Z!' = Z; firi = 1,2,3
sowie

Zy=27,+2Z, (mod 2)
Z!=7,+2Z)+Z; (mod2)
Zi =25+ 27, (mod 2)
7l =7, + 7, (mod 2).

Auf diese Weise ergibt sich eine zyklische Generatormatrix G”, nimlich

Q

I
_ O = O O O =
S = O O O = o=
- O O O = = O
S O == O = O
S = = O = O O
—_— = O = O O O

SO O O = = O =

Wie das vorhergehende Beispiel zeigt, ist es keineswegs trivial, einem linearen
Code anzusehen, ob er zyklisch ist. Wir brauchen also eine geschicktere Beschrei-
bung. Hierzu ist es notig, den Polynomring iiber einem (endlichen) Koérper K zu
verwenden. Wir wollen hier zunéchst an die Konstruktion dieses Ringes erinnern.
Man setzt

K[x]1={p = (po, p1,--.) | po, p1,--- € K, pj # 0 nur fiir endlich viele j}

und nennt K [x] den Polynomring (in einer Variablen x) tiber K. Dahinter steckt
Folgendes: Definiert man fiir p = (po, p1,...) und ¢ = (g0, g1, ...) aus K[x]
die Addition durch

p+q=(po+qo,p1+qi,...)
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und die Multiplikation durch

pa = (podo. pogr + prao. .. Y pigk )
j+k:n

so wird K[x] das, was man in der Algebra einen Ring nennt: K|[x] ist beziiglich
der Addition eine abelsche Gruppe mit der Null 0 = (0, O, . ..) und beziiglich der
Multiplikation eine abelsche Halbgruppe mit der Eins 1 = (1,0,0,...), und es
gilt das Distributivgesetz p(q + r) = pqg + pr fir p,q.r € K[x]. Durch die
Identifikation a <> (a, 0,0, ...) wird der Korper K in K[x] eingebettet.
Setzt man nun
x=(0,1,0,0,...),

so ergibt sich
x> =1(0,0,1,0,...), x>=(0,0,0,1,0,...), usw.

Natiirlich setzt mannoch x° = 1 = (1,0,0,...). Damit erhilt man dann allgemein

n
p=(po, pi,--) =y prxt,
k=0

wobei n so gewihlt ist, daB p,+1 = pu42 = --- = 0 gilt. Wahlt man #» minimal
mit dieser Eigenschaft (also p, # 0, aufler fir p = 0), so heilit n der Grad
des Polynoms p und p, sein Leitkoeffizient; Polynome mit Leitkoeffizient 1 heilen
monisch oder normiert. Wir haben somit den Anschluf} an die iibliche Schreibweise
fiir Polynome erhalten; nur hat man bei dieser Definition den Vorteil, zu wissen,
was ein Polynom und was die Unbestimmte oder Variable x ist, Dinge, die friiher
meist unklar blieben. Ob einem dieser formal korrekte, aber wenig intuitive Ansatz
allerdings gefillt, ist wohl eher Geschmacksache. Wie dem auch sei, wir konnen
ab jetzt wieder ganz unbekiimmert mit Polynomen umgehen und dabei unserer
Intuition folgen.

Man kann nun auch, wie iiblich, ein Element 8 € K (oder allgemeiner aus
einem K umfassenden kommutativen Ring R, insbesondere aus einem Erweite-
rungskorper von K) in die Polynome p € K[x] ,einsetzen™: Die Auswertung an
der Stelle g ist die durch

p=Y_px — pB =) mp*
k=0

k=0

definierte Abbildung von K [x] nach K. Es handelt sich dabei sogar um einen Homo-
morphismus, da die Auswertung an der Stelle 8 mit der Addition und Multiplikation
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in K[x] vertrdglich ist, wie man ohne gro3e Miihe nachrechnet. Dabei heifit 8 eine
Nullstelle des Polynoms p, wenn p(8) = 0 gilt; in der Algebra lernt man, daf}
die Anzahl der Nullstellen von p in einem beliebigen Erweiterungskorper L von K
hochstens so grofl wie der Grad von p ist und daf es stets einen Erweiterungskorper
Z von K gibt, iiber dem p in Linearfaktoren, also in Polynome vom Grad 1, zerfillt:

p= pxt =]]ax—8)
k=0 j=1

mit By, ..., B, € Z. Man nennt einen solchen Erweiterungskorper Z den Zerfdl-
lungskorper von p, wenn dabei noch Z so klein wie moglich gewihlt ist (also von
K zusammen mit den B; erzeugt wird), da Z dann bis auf Isomorphie eindeutig
durch p und K bestimmt ist, was wir aber nicht benétigen werden.

Ein Polynom p heil3t irreduzibel, wenn es keine Zerlegung als Produkt zweier
Polynome kleineren Grades besitzt. Insbesondere sind also lineare Polynome stets
irreduzibel. Man lernt in der Algebra, daf3 es tiber jedem endlichen Korper GF (g)
irreduzible Polynome mit beliebigem positiven Grad gibt; wir haben diese Tatsache
bereits in §I11.3 erwihnt.

Eine additive Untergruppe / von K [x] heilt ein Ideal in K[x], wenn

peKlxl,qgel = pgel

gilt. Man sieht sofort: / € K[x] ist genau dann ein Ideal, wenn lineares Kombi-
nieren mit Koeffizienten aus K sowie Multiplikation mit x nicht aus / herausfiihrt.
Man zeigt mit Hilfe des sogenannten Divisionsalgorithmus fiir Polynome, da3 jedes
Ideal I in K[x] ein Hauptideal ist, also die Form I = I(m) = {pm | p € K[x]}
fiir ein m € K|[x] hat. Fiir I # {0} kann man dabei m als das Minimalpolynom
von I wihlen, also als das monische Polynom kleinsten Grades in /.

Ist I ein Ideal in K[x], nennt man p, g € K[x] dquivalent modulo I im Falle
p — q € I, und rechnet man mit den Aquivalenzklassen reprisentantenweise, so
wird die Menge K[x]/I dieser Aquivalenzklassen selbst ein Ring, der Restklas-
senring von K[x] modulo I. Ist I = I(m), so sagt man auch ,,modulo m* statt
»~modulo 7 und schreibt K[x]/(m) statt K[x]/I (m).

Dieses aus der Algebra geldufige Vorgehen interessiert in der Codierungstheorie
nun speziell fiir den Fall m = x" — 1. Das Ideal /(x" — 1) besteht aus allen
Polynomen der Form p - (x — 1). Wihlt man speziell p = x/ (fiir beliebiges
j = 0,1,...), sicht man, da} die Abidnderung eines Polynoms modulo x" — 1
nichts anderes bedeutet als beliebige Monome der Form x”+/ durch x/ zu ersetzen
und umgekehrt. Insbesondere gibt es zu jedem Polynom p genau ein modulo x” — 1
dquivalentes vom Grade < n — 1; die Polynome vom Grad < n — 1 sind also ein
Repriisentantensystem fiir die Aquivalenzklassen, aus denen K [x]/(x" —1) besteht.
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Mit der naheliegenden Identifizierung

po+pix 4+ pa_1x™ 1 o (po, prs.. s Paot)

bilden diese Polynome aber gerade den Vektorraum K. Damit konnen wir die-
sen Vektorraum, in dem ja die Codes der Linge n iiber K liegen, mit dem Ring
K[x]/(x" —1) identifiziert. Wir wollen dies nun ausniitzen und uns fragen, was die
Multiplikation mit der Restklasse x modulo (x” — 1) in K" bedeutet. Das Polynom
po + p1x + -+ p,_1x"~! geht durch Multiplikation mit x in

pox + prx 4 4 puax™ L px”

iiber, also modulo x” — 1in p,—1 + pox +-- -+ pn_zx”*l. Die Multiplikation mit
x bedeutet also gerade die zyklische Vertauschung der Komponenten. Wir haben
damit den

Satz 5.3. Sei g eine Primzahlpotenz, n € Nund C C K" ein linearer Code. Dann
ist C zyklisch, wenn und nur wenn die C in K[x]/(x" — 1) entsprechende Menge
ein Ideal in diesem Ring ist. O

Man wird nun versuchen, die Ideale in R = GF(q)[x]/(x™ — 1) vollstindig
zu bestimmen. Im folgenden werden wir stets die Aquivalenzklassen in R mit
ihren Reprisentanten vom Grad < n — 1 identifizieren, ohne dieses besonders zu
erwihnen. Wir beweisen nun den folgendem fundamentalen

Satz 5.4. Sei C # 0 ein Ideal in R = GF(q)[x]/(x" — 1). Dann gelten:

(a) C ist ein Hauptideal und wird von dem eindeutig bestimmten Polynom g mit
minimalem Grad und Leitkoeffizient 1 in C erzeugt.

(b) g teilt x" — 1in GF(q)[x], also etwa x" — 1 = gh.

(c) Setzer :=degg # 0. Jedes ¢ € C hat eine eindeutige Darstellung c = fg
mitdeg f <n—r — 1.

(d) dmC=k=n-—r.
Beweis. Sei ¢ € C. Wir konnen ¢ in GF' (¢)[x] mit Rest durch g teilen und erhalten

etwa
c=ag+b mith=0oder degh < degg.

Da C ein Ideal ist, zeigt diese Gleichung (in R betrachtet) b € C; wegen der
Minimalitit von r = deg g gilt daher » = 0. Dies zeigt (a). Fiir (b) sei

x"—1=gh+d in GF(g)[x] mitd = 0 oder degd < degg.
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Es folgt d = —gh modulo (x" — 1), also d € C und daher, wie behauptet, d = 0.
Nach (a) hat jedes ¢ € C die Form ¢ = ag. In GF(q)[x] gilt daher fiir ein
geeignetes Polynom e

c=ag+e(x" —1)=(a+ehg = fg,

wobei 4 wie in (b) und f = a + eh sei. Da diese Gleichung in GF(g)[x] gilt und
degc < n — 1ist, folgtdeg f < n —r — 1. Die Eindeutigkeit von f ist klar, womit
auch (c) gezeigt ist. Die Worter in C sind also genau die fg mitdeg f <n—r —1.
Offenbar ist dann g, xg, x2g, ..., x" "l g eine Basis fiir C und (d) folgt. O

Die zyklischen Codes der Linge n tiber GF(g) entsprechen also bijektiv den
Teilern von x™ — 1 liber GF'(q), weswegen die Bestimmung aller zyklischen Codes
in GF(g)" auf die Bestimmung aller Teiler von x" — 1 in GF(¢)[x] hinausl&uft.
Diese bestimmt man nun, indem man x” — 1 iiber GF(q) in irreduzible Faktoren
zerlegt:

" —1=pi(x)...pr(x)

mit irreduziblen py, ..., p, liefert genau 2" Teiler von x" — 1, also 2" zyklische
Codes der Linge n. Die tatsdchliche Faktorisierung von x” — 1 ist nicht ganz
einfach, wir verweisen dafiir auf Biicher zu endlichen Korpern, siehe etwa Lidl und
Niederreiter [1983] oder Jungnickel [1993], oder zur Codierungstheorie. Satz 5.4
hat einige wichtige Konsequenzen, die wir nun angeben wollen.

Korollar 5.5. Mit den Bezeichnungen aus Satz 5.4 schreiben wir
g=g0+gix+-+gx" und h=ho+hix+- -+ hxt,

wobei k = n — r sei. Dann ist

g & .- &g 0 ... ... 0
0 g & ... & 0 ... 0
G — . . . .
0
0 0 g & g
g(x)
xg(x)

n—r—1

X g(x)
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eine Erzeugermatrix fiir C. Ferner gilt fiir jedes ¢ € C die Gleichung hc = 0 in R
und die Matrix

0o ... 0O hy ... hi hy
0O ... 0 hy ... hit hy O
o . .
0
hi hi hyo O 0
%
h(x)
<«
= x h(x)

<«
xnfkfl h(x)

h
ist eine Kontrollmatrix fiir C. Dabei bedeutet die Notation h(x), daf die Koeffizi-
enten von h(x) in umgekehrter Reihenfolge in die Matrix eingetragen werden.

Beweis. Die Aussage liber G folgt direkt aus Satz 5.4. Da jedes ¢ € C die Form
¢ = fg hat, folgt mit gh = x" —1 =0alsoch = fgh = f(x" —1) =0in R.
Schreibt man ¢ = ¢g + cjx + -+ + cp_1x" 1, soist ch = 0 dquivalent zu den

Gleichungen

n—1

Y cihji=0 firj=0,....n—1,

i=0
wobei die Indizes modulo n betrachtet werden und 4 = - -+ = h,—1 = 0 gesetzt
wird. Somit ist H eine Kontrollmatrix fiir C,dadien —k = r = n — dim C Zeilen
von H offenbar linear unabhingig sind. O

Wegen Korollar 5.5 heifit g das Erzeugerpolynom und h das Kontrollpolynom
des Codes C. Wir betonen, daB & nicht den dualen Code C1, sondern nur einen
dquivalenten Code erzeugt. Hierzu die folgende

Ubung 5.6. Das Polynom
() = X n™") = b+ hgoix 4 -+ hox!

heilt das reziproke Polynom zu h. Man zeige, dal das von h* erzeugte Ideal der duale
Code C* ist, der somit dquivalent zum zyklischen Code (k) mit h = (x" — 1)/g
ist.
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Beispiel 5.7. Es sei C der (7,4)-Hamming-Code. Nach Beispiel 5.2 ist C zy-
klisch und hat das Erzeugerpolynom g = 1 + x + x> sowie das Kontrollpolynom
h=xT+1)/g=1+x+x>+x*

Ubung 5.8. Es sei g = 2, n ungerade und C ein zyklischer Code der Linge n iiber
GF(2). Man zeige die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(@ (1...1)eC.
(b) C enthilt ein Wort ungeraden Gewichts.
(c) g(1) # 0, wobei g das Generatorpolynom von C sei.

(d) h(1) =0, wobei h das Kontrollpolynom von C sei.

6 BCH-Codes

In diesem Abschnitt wollen wir eine groBe Klasse von zyklischen Codes gewin-
nen, die nach ihren Entdeckern (unabhingig voneinander Bose und Ray-Chaudhuri
[1960] sowie Hocquenghem [1959]) BCH-Codes genannt werden. Zur Herleitung
der Parameter dieser Codes werden wir eine Methode benétigen, die es uns erlaubt,
das Minimalgewicht eines zyklischen Codes abzuschitzen. Wir beginnen mit der
Untersuchung dieses Problems und wihlen einen verhéltnismifig ungewohnlichen
Ansatz, der auf van Lint und Wilson [1986] zuriickgeht. Dazu die folgende

Definition 6.1. Es sei S eine Teilmenge von GF(g). Mit Ug bezeichnen wir die-
jenige Teilmenge der Potenzmenge von GF(gq), die durch die folgenden Regeln
rekursiv erklirt ist:

(a) ¥eUs;
(b) AcUs,ACS,b¢gS = AU{b} € Us;
(¢) AeUs,ceGF(g)* = cA e Us.
Man sagt auch, dal die Menge Ugs unabhdingig beziiglich S ist.

Wir erkldren das Gewicht eines Polynoms ¢ = ¢p + c1x + --- + Cpx"1

iiber GF(g) als die Anzahl der Koeffizienten c¢; # 0; wenn wir ¢ als Codewort
in einem zyklischen Code iiber GF'(q) interpretieren, erhalten wir also gerade den
iblichen Gewichtsbegriff. Die Bedeutung von Definition 6.1 erklirt sich nun aus
dem folgenden Resultat:
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Lemma 6.2. Sei f ein Polynom iiber GF (q) und S die Menge der Nullstellen von
f in einem (beliebigen) Erweiterungskorper GF(q™). Dann hat f mindestens das
Gewicht

w(f) > max{|A| | A € Us}.

Beweis. Wir schreiben f in der Form f(x) = fix'! 4 --- + fix™ mit f; # O fiir
i =1,..., k. Fir jede Teilmenge A von GF (¢™) definieren wir eine Teilmenge V4
von GF (¢g™)* wie folgt:

Va={@",...,a%) | ae A).

Wir zeigen nun mit Induktion, daB V4 fiir A € Uy stets linear unabhéngig ist, womit
dann sofort
|A] <k =w(f(x))

folgt. Der Induktionsanfang A = ¢ ist klar. Wir fiihren nun den Induktionsschritt
durch; die Behauptung gelte also bereits fiir ein A € Ug. Zunichst betrachten wir
eine Anwendung der Regel (b) in Definition 6.1; es sei also hier A € S. Durch
Hinzufiigen eines Elements b ¢ S erhilt man die Menge A’ = A U {b}. Es gilt
Va = Vo U{(b",...,b*)}, und es ist zu zeigen, daB V- linear unabhiingig ist.
Da V4 nach Induktionsannahme bereits linear unabhéngig ist, nehmen wir also an,
daB (b1, ..., b'*) sich als eine Linearkombination von Vektoren in V4 darstellen
14Bt. Dann folgt aus der Bedingung

fia' + -+ fra* = f(a) =0 firallea € A

leicht f(b) = 0,im Widerspruchzub ¢ S. Es bleibt, eine Anwendung der Regel (c)
in Definition 6.1 zu untersuchen. Sei also A’ = cA mit A € Ug und ¢ € GF (¢™)*.
Dann gilt

Var=Ves = {(cilai', R cikaik) | a € A}

Daher sind die Vektoren in V4 die Bilder der Vektoren in V4 unter der durch die Ma-
trix diag(c'!, ..., ¢'*) definierten bijektiven linearen Abbildung des Vektorraums
GF (¢™)*. Somit sind auch die Vektoren in V4 linear unabhiingig. O

Wir setzen ab jetzt stets voraus, dal ¢ und n teilerfremd sind; dann gibt es
natiirliche Zahlen m mit ¢ = 1 (mod n). Fiir jedes solche m enthilt nun die nach
Satz II1.3.5 zyklische multiplikative Gruppe GF(¢™)* eine eindeutig bestimmte
Untergruppe der Ordnung »n: Wihlen wir in GF (¢™)* ein erzeugendes Element w
und setzen dann o = a)”,, wobei g™ — 1 = nn’ gelte, so bilden 1, a, o2, . !
die gewiinschte Untergruppe. Man nennt o eine primitive n-te Einheitswurzel

iiber GF(q). Falls wir bei diesen Uberlegungen noch m minimal wihlen, also
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g' # 1 (mod n) fiir | < m verlangen, so ist GF(¢") gerade der Zerfillungskorper
des Polynoms x" — 1 iiber GF (g).

Als Anwendung von Lemma 6.2 beweisen wir nun den folgenden fundamenta-
len Satz, der unabhéngig voneinander von Bose und Ray-Chaudhuri [1960] sowie
von Hocquenghem [1959] gefunden wurde.

Satz 6.3 (BCH-Schranke). Sei C ein zyklischer Code der Linge n iiber GF (q) mit
Erzeugerpolynom g, wobei q und n teilerfremd sind. Ferner sei o eine primitive
n-te Einheitswurzel iiber GF(q). Falls es b > 0 und § > 2 mit

g@") = g@"*h) = =@ =0

gibt (man sagt dann auch, dafs die Menge der Nullstellen von C eine liickenlose
Teilmenge von Potenzen von o der Linge 6 — 1 enthdlt), hat C Minimalgewicht
d=>é.

Beweis. Sei GF(¢™) der Zerfillungskorper von x* — 1 iiber GF(g). Nach Vor-
aussetzung enthilt die Menge der Nullstellen von g und daher auch die Menge
S der Nullstellen eines beliebigen Codepolynoms ¢ = fg € C die Teilmenge

{of, Pt P92}, Wir konnen 0.B.d.A. «’T0~! ¢ § annehmen. Nach Lem-

ma 6.2 geniigt es nun, {a?, ?*1, ..., «?1}) € Ug zu zeigen:

PeUs, PPl gs — o1 cuy
{ab+8—2} c US
{ab+8—2’ab+8—1} c US

{ab+5—3’ ab+5—2} e US
{ab+3*3’ O[b+872, ab‘l’(sfl} c US

[N

b b+85—1
= {a”, o, . o e Uy,

wobei wir abwechselnd die Regeln (b) und (c) aus Definition 6.1 verwendet haben.
O

Wir werden bald sehen, dafl die BCH-Schranke im allgemeinen nicht das wirk-
liche Minimalgewicht liefert, sondern tatsichlich nur eine untere Schranke. Aus
Satz 6.3 folgt fiir jedes 6 < n die Existenz eines zyklischen Codes der Linge n
mit Minimalabstand d > § iiber GF'(q); natiirlich wird sa erst dann interessant,
wenn man auch eine verniinftige Abschitzung fiir die Dimension solcher Codes
angeben kann. Fiir die formale Definition der sogenannten BCH-Codes sei nun
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wieder « eine primitive n-te Einheitswurzel iiber GF(g). In GF (g)[x] gibt es dann

firi =1, cen— 1 stets ein monisches Polynom m; minimalen Grades, fiir wel-
ches m;(a') = 0 gilt, das Minimalpolynom von «'. Da jedes o' eine Nullstelle
von x" — 1 ist, sind sdmtliche m; (i = 1,...,n — 1) Teiler des Polynoms x" — 1;

dasselbe gilt dann fiir das kleinste gemeinsame Vielfache g einer Teilmenge der
m;. Jedes solche Polynom g definiert daher ein Ideal 7(g) € GF(q)[x]/(x" — 1),
also einen zyklischen Code C C GF(q). Mit dieser Beobachtung kénnen wir nun
die BCH-Codes definieren:

Definition 6.4. Sei « eine primitive n-te Einheitswurzel iiber GF (¢g) und sei g das
kleinste gemeinsame Vielfache der Polynome my,, mp1, ..., mpy5—2. Der Code
C mit Erzeugerpolynom g wird auch als

C = C(Olb ah-‘r] ab+§—2)

bezeichnet, da das Erzeugerpolynom von C gerade das monische Polynom klein-
sten Grades mit Nullstellen o?, T, ..., «?9=2 ist; er heiBt ein BCH-Code zum
Abstand § (,,0f designed distance ). Im Fall » = 1 spricht man auch von einem
BCH-Code im engeren Sinn.

Satz 6.5. Sei GF(q™) der Zerfillungskorper von x" — 1 iiber GF (q). Jeder BCH-
Code C der Linge n iiber GF (q) zum Abstand § ist ein zyklischer [n, k, d, q]-Code
mit

d>6 und k>n—m(@6—1).

Fiir g = 2 gibt es sogar einen e-fehlerkorrigierenden BCH-Code im engeren Sinn
mitk > n — me.

Beweis. Sei o eine primitive n-te Einheitswurzel tiber GF (¢) und m; das Minimal-
polynom von ¢'. Nach Definition hat C die Form

C=C@, ot . a2 = I(g)

mit g = kgV(mp, mpy1, ..., mpys—3). Die Behauptung iiber den Minimalabstand
von C folgt unmittelbar aus Satz 6.3. Da die n-ten Einheitswurzeln o in GF (™)
enthalten sind, hat jedes m; hochstens den Grad m. Also gilt degg < m(5 — 1),
und die Behauptung folgt wegen

k=dimC =n—degg >n—m(§ —1).

Im' Fall ¢ = 2 iiberlegt man sich noch my; = m; fiir alle i, da mit o' auch
a? eine Nullstelle von m; ist; das folgt aus der Tatsache, dal Quadrieren ein
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Automorphismus von GF(2") ist, siche Satz II1.3.8. Damit ergibt sich fiir b = 1
und § = 2e + 1

kgV(mlv AR m2e) = kgV(mlv m37 Tt m2e—1)

und dann — dhnlich wie zuvor — die Behauptung. O

Beispiel 6.6. Das Polynom x2*> — 1 hat iiber GF(2) die Zerlegung
B4 = G+ DA 4x 00 +x0 27+ 27+ A2 1+ 20+ 10411,
Sei nun C der zyklische Code mit Erzeugerpolynom

g =14+x4+x +x0+x7 427+

und « eine Nullstelle von g, also eine primitive 23ste Einheitswurzel. Da mit o
stets auch o2 eine Nullstelle von g ist, hat g genau die Nullstellenmenge

S ={a, o2, o b, @' o o'%, o', &3, of, a'?):
nebenbei gesagt beweist dies auch, dafl g in der Tat irreduzibel ist. Der Code C hat
also Dimension 12 und aufgrund der BCH-Schranke 6.3 Minimalgewichtd > 5,da
S die liickenlose Teilmenge o, ozz, a3, a® der Linge 4 enthilt. Wir wollen zeigen,
daB jedes Codepolynom, dessen Nullstellenmenge S umfalit, Gewicht > 7 haben
mul und somit sogar d > 7 gilt; dazu werden wir Satz 6.2 zweimal anwenden.

Falls ein Codepolynom ¢ noch eine weitere Nullstelle # 1 auBerhalb von $ hat,
folgt sofortc =0 oderc =1+ x + x2 4+ x22 also w(c) = 23. Wir kénnen
daher annehmen, daf} ¢ ein Codepolynom ist, dessen Nullstellenmenge genau S
oder §' = S U {1} ist. Wir zeigen zunichst d > 6. Nach Satz 6.2 geniigt es, eine
unabhingige Menge U der Michtigkeit 6 in Ur zu finden, wobei also T = S bzw.
T = §' sei. Das geht rekursiv wie folgt, wenn wir den Zerfillungskorper GF(2'1)
von g als Erweiterungskorper wihlen:

BeUr = {o*)eUr

a5¢T = {a4,o¢5}eUT = {a,az}eUT

o g¢T = {a, az,(xs} eUr = {ag,a9,oz12} e Ur

ol 4T = {as’a9’a12’a14} cUr = {0612,0113,0516,0618} c Uy

o’ g¢T7T = {a12, a13,a16,a18, oes} eUr = {az, a3, a6, ag,alg} e Ur

o g¢T = {az,a3,a5,a6,a8,a18} e Ur.

Wir betrachten nun den Teilcode Cy von C, der aus den Vektoren geraden Ge-
wichts gebildet wird und nach Ubung 5.8 Erzeugerpolynom gg = (x + 1)g hat. Wir
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wenden nun Satz 6.2 auf die Nullstellenmenge S = SU{1} von Cy an und erhalten

dann aus {e2, &3, &, %, o8, «!®) € Uy zunidchst {1, o', o3, o*, a®, a0} € Uy

und dann mit {a5} ¢ Ug die unabhingige Menge {1, al, a3, at, o, af, a16} der
Michtigkeit 7; damit folgt dp > 7, also sogar dy > 8. Insbesondere kann also C
kein Codewort vom Gewicht 6 enthalten, womit in der Tat d > 7 gilt. Der Le-
ser kann leicht nachpriifen, daf (fiir e = 3) die Kugelpackungsschranke 3.2 mit
Gleichheit erfiillt ist, womit der Code C also ein perfekter, 3-fehlerkorrigierender

[23, 12, 7; 2]-Code ist; C ist der von Golay [1949] gefundene bindre Golay-Code.

Bemerkung 6.7. Golay [1949] hat auch einen perfekten 2-fehlerkorrigierenden
Code gefunden, namlicheinen [11, 6, 5, 3]-Code, den terndiren Golay-Code. Dieser
Code kann durch das Erzeugerpolynom x> — x3 + x? — x — 1 iiber GF (3) definiert
werden; da seine Behandlung deutlich schwieriger ist, konnen wir hier nicht darauf
eingehen und verweisen auf MacWilliams und Sloane [1977], Jungnickel [1995]
oder van Lint [1999]. Dal} es neben den beiden Golay-Codes und den Hamming-
Codes aus Satz 4.5 keine weiteren perfekten linearen Codes gibt, ist ein tiefliegendes
Resultat von van Lint und Tietdviinen, fiir dessen Beweis auch auf van Lint [1975]
und MacWilliams und Sloane [1977] verwiesen sei.

SchlieBlich wollen wir noch eine spezielle Klasse von BCH-Codes betrachten,
die (auf andere Weise) von Reed und Solomon [1960] eingefiihrt wurden und uns
Beispiele fiir MDS-Codes liefern werden.

Definition 6.8. Ein BCH-Code der Linge n = g — 1 liber GF(g) hei3it ein Reed-
Solomon-Code. Da die (¢ — 1)-ten Einheitswurzeln gerade die Elemente von
GF(g)* sind, sind die Erzeugerpolynome der Reed-Solomon-Codes leicht zu be-
schreiben. Dazu sei « ein primitives Element von GF (¢)*. Ein Reed-Solomon-Code
zum Abstand § hat dann Erzeugerpolynom

gx) = (x — ab)(x — ab+1) - (x — ab+8_2),

da ja x — ' das Minimalpolynom von o' ist. Meist wird dabei b = 1 gewihlt; man
spricht dann von einem Reed-Solomon-Code im engeren Sinn.

Satz 6.9. Jeder Reed-Solomon-Code C zum Abstand § = q — k iiber GF (q) ist ein
zyklischer [q — 1, k, g — k, q]-Code, also ein MDS-Code. Falls dabei C ein Reed-
Solomon-Code im engeren Sinn ist, kann man C zu einem|[q, k,q — k + 1, g]-Code
C’ erweitern, der dann ebenfalls ein MDS-Code ist.

Beweis. Sei das Erzeugerpolynom g von C wie in 6.8 definiert. Dann giltdim C = &
mitn — k = degg = § — 1. Aufgrund der BCH-Schranke 6.3 hat mand > § =
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n—k+1. Andererseits besagt die Singleton-Schranke (4.2) d < n—k+1, weswegen
d = § und damit die angegebenen Parameter folgen.

Wir definieren nun — in Analogie zum bindren Fall im Beweis von Lem-
ma 3.11 — fiir ¢ € C das zugehorige Wort in C” als

(co,...,cq) mitcyg = —co— -+ —Cg—1.

Da ¢ = ag fiir ein geeignetes Polynom a ist, gilt also ¢; = —c(1) = —a(1)g(1);
nach Definition ist dabei g(1) # 0. Falls a(1) = 0 ist, ist ¢ ein Vielfaches von
(x — 1) g und hat nach der BCH-Schranke 6.3 Gewicht > d + 1; anderenfalls ist aber
cq # 0, womit ¢ dann ebenfalls Gewicht > d+ 1 hat. Daher hat C’ Minimalgewicht
> d + 1, und mit der Singleton-Schranke folgt wie zuvor die Behauptung. O

Fiir die Fehlerkorrektur beim CD-Spieler wird ein Reed-Solomon-Code der
Linge 255 mit Minimalgewicht d = 5 verwendet, der also iiber GF(2%) definiert
ist; fiir ndhere Einzelheiten verweisen wir auf Vanstone und van Oorschot [1989]
oder Jungnickel [1995].

Ubung 6.10. Sei o eine primitive n-te Einheitswurzel iiber GF(q) und C ein zy-
klischer Code der Linge n mit Erzeugerpolynom g. Ferner seien y, y8, ..., yp<~!
Nullstellen von g, wobei y und 8 beliebige Elemente von GF (¢)* sind und 8 min-
destens Ordnung k hat. Man leite aus Satz 6.2 ab, daf dann fiir jedes Codepolynom
c e Cgilt:

w(c) >k+1 oder c(yﬁi) =0fiirallei > 0.

Ubung 6.11. Sei o eine primitive 35ste Einheitswurzel iiber GF(2) und C der
zyklische Code mit Generatorpolynom g = msm7. Man verwende Ubung 6.10,
um d > 4 zu beweisen. (Die BCH-Schranke liefert hier nur d > 3.)

7 Bemerkungen zur Implementierung

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir noch einige Bemerkungen zur
Implementierung von Codes machen; die Existenz guter Codes allein ist fiir ihre
praktische Anwendbarkeit ja noch nicht ausreichend! Das Codieren ist bei einem
linearen Code unproblematisch. Wenn C die Dimension k hat, kann man eine k-
zeilige Generatormatrix wihlen. Das GauB3sche Reduktionsverfahren zeigt, daf} Iy
als Teilmatrix angenommen werden kann. Nach eventueller Spaltenpermutation
(also Ubergang zu einem dquivalenten Code) kann man also 0.B.d.A. eine Erzeu-
germatrix der Form G = (I | A) annehmen. Das hat folgenden Vorteil: Man erhélt
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einen Code, in dem der Vektor (x1, ..., xx) in einen Vektor der Form

(x17"'5xk7 xk+17--'a-xn)

k n—k

codiert wird. Dabei sind die ersten kK Symbole jedes Codeworts also die Informati-
onssymbole, der Rest Kontrollsymbole. Uberdies ist das zu x gehorende Codewort
einfach xG. Das Codieren 148t sich also leicht implementieren.

In diesem Zusammenhang sei ein interessantes Faktum tiber linerare MDS-
Codes als Ubung erwihnt, deren Losung man beispielsweise bei Jungnickel [1995,
Satz 3.4.11] nachlesen kann:

I"Jbung 7.1. Es sei C ein linearer [n, k,n — k + 1, g]-MDS-Code. Man zeige, dal3
man beliebige k der Koordinaten als Informationssymbole und die iibrigen n — k
Koordinaten als Kontrollsymbole wéhlen kann (was den Term ,,separable® in MDS
erklért) und daB es fiir je d = n — k + 1 Koordinaten ein Codewort gibt, das genau
in diesen Koordinaten Eintréige # 0 hat.

Zum Decodieren linearer Codes kann man im Prinzip wie folgt vorgehen.
Wenn x gesendet und y empfangen wurde, heifit ¢ := x — y der Fehlervektor
und s := Hy” das Syndrom. Dabei ist H eine Kontrollmatrix fiir C; wenn G be-
kannt ist, ist auch H bekannt, siche Ubung 4.3. Das Syndrom s hingt nur von e,
nicht aber von y ab, da

s=HyT=H(x+e)T=HeT

gilt. Also 146t sich s ohne Schwierigkeiten berechnen.

Wenn man s kennt, bilden die Losungen von s = He” also eine Nebenklasse
des k-dimensionalen Vektorraums C in GF(q)". Das Decodieren erfordert nun
(gemiB der Pramisse, dafl weniger Fehler wahrscheinlicher sind als mehr Fehler),
aus den gX Elementen dieser Nebenklasse dasjenige ¢ mit minimalem Gewicht
zu bestimmen (den sogenannten coset leader). Das ist in der Praxis — jedenfalls
fiir groe Codes — ein Problem. Wenn die Dimension k verhéltnisméBig grof (die
Anzahl der Nebenklassen also verhiltnismifig klein) ist, kann man die Bijektion

s <> [coset leader fiir die zugehorige Nebenklasse]

vorausberechnen und einfach abspeichern; dann ist das Decodieren schnell. Wenn
k sehr klein ist, kann man jeweils alle Losungen von s = He” bestimmen und den
coset leader durch Inspektion auswihlen. Bei grolen Codes sind beide Verfahren
nicht praktikabel. Wenn auch die Syndrombestimmung die Anzahl der Kandidaten
fiir e von ¢” auf g* vermindert (ein Vorteil im Vergleich mit nicht-linearen Codes),



VIII.7 Bemerkungen zur Implementierung 167

so bleibt es trotzdem sehr schwierig, einen beliebig vorgegebenen linearen Code
zu decodieren.

In der Tat ist bislang kein Verfahren bekannt, das einen beliebigen linearen
Code in polynomialer Zeit decodiert, und man vermutet, daf} ein solches Verfahren
auch gar nicht existieren kann. Wie Berlekamp, McEliece und van Tilborg [1978]
gezeigt haben, ist nimlich das betrachtete Problem NP-schwer.?

Fiir bestimmte Klassen linearer Codes gibt es jedoch sehr gute Decodierungs-
Algorithmen, beispielsweise fiir die zyklischen BCH-Codes, die wir im vorigen
Abschnitt beschrieben haben. Allerdings wiirde die Darstellung eines entsprechen-
den Verfahrens den Rahmen dieses Buches sprengen; wir verweisen beispielsweise
auf MacWilliams und Sloane [1977], Blahut [1983] oder Jungnickel [1995].

Trotzdem wollen wir noch einige einfache Bemerkungen iiber die Implemen-
tierung zyklischer Codes machen, und zwar zum Codieren. Die Erzeugermatrix
aus Korollar 5.5 ist natiirlich nicht mehr systematisch; trotzdem kann man wieder
dim C = k der Koordinaten als Informations- und die restlichen n — k Koordinaten
als Kontrollsymbole verwenden. Dazu teilt man die Codeworter ¢ wie folgt auf:

C=10C0Cl .- -Cn—k—1 Cn—k-+-Cn—1

Kontrollsymbole  Informationssymbole

Wenn ¢, ¢, ..., cy—1 gegeben sind, mufl man also cg, ..., ¢,—k—1 SO bestimmen,
daBl ¢ im Code liegt. Dafiir gibt es zwei verschiedene Methoden. In Polynom-
schreibweise dividiert man ¢ = ¢, _xx" X+ -+ 4+ ¢c,_1x"~! in GF(¢)[x] durch
das Erzeugerpolynom g und erhiélt einen Rest
r=ro x4 e x"

man setztnunc := ¢ —r,alsoc; = —r; fiiri =0, ...,n —k — 1. Dann ist ¢ durch
g teilbar, also ein Codewort.

Alternativ hierzu kann man auch die Kontrollmatrix H aus Korollar 5.5 ver-
wenden. Ausfiihrlich geschrieben liefert die Bedingung Hc! = 0 fiir ¢ € C das
folgende Gleichungssystem:

hiCn—k—1 + hg—1Cn— + -+ + hicu—2 + hocy—1 =0
hicn—k—2 + hik—1cn—k—1 + -+ + hocy—2 =0

hico + hg—1c1 + - -+ hocy = 0.

2 Eine erste Einfiihrung in die Komplexititstheorie, in der insbesondere die Begriffe NP-vollstindig
und NP-schwer erldutert werden, findet man beispielsweise in Kapitel 2 von Jungnickel [1994]; fiir eine
ausfiihrliche Darstellung verweisen wir auf Garey und Johnson [1979] oder Papadimitriou [1994].
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Wegen degh = k ist hy # 0, weswegen die ¢,—k—1, ..., 1, co sukzessive leicht
berechnet werden konnen.

Zumindest im binédren Fall lassen sich beide Methoden mit Hilfe von linearen
Schieberegistern gut implementieren; Beispiele und Literaturhinweise dazu findet
man bei MacWilliams und Sloane [1977].

AbschlieBend gehen wir noch kurz auf eine Anwendung zyklischer Codes bei
Computer-Netzwerken ein. Im allgemeinen arbeitet man dort bei der Datentibertra-
gung nicht mit fehlerkorrigierenden, sondern lediglich mit fehlererkennenden Co-
des; wenn Fehler aufgetreten sind, muf} der entsprechende Datenblock nochmals
ibertragen werden. Dazu werden die sogenannten CRC-Codes (fiir ,cyclic redun-
dancy check code™) eingesetzt. Wir konnen hier nicht auf Computer-Netzwerke
und ihre Realisierung eingehen; dafiir verweisen wir auf das Standardwerk von
Tanenbaum [1988]. Die Grundidee fiir die Verwendung binérer zyklischer Codes
zur Fehlererkennung ist aber denkbar einfach:

Algorithmus 7.2 (CRC-Codierung). Wir verwenden k Informations- und n — k
Kontrollbits; die eigentlichen Daten werden also als bindre Polynome m(x) vom
Grad < k angesehen. Ferner sei ein Erzeugerpolynom g(x) € GF(2)[x] vom Grad
r = n — k gegeben.

(1) Multipliziere m(x) mit X"k, das Ergebnis sei

"m0 = ek x4 e X

(2) Dividiere x" *m(x) in GF (2)[x] durch g(x); der Rest sei

r(x)=co+cix 4 +c_1x" L

(3) Setze

c(x) = x”_km(x) +r(x)=co+cix+---+ Cpo1x" L

Im CRC-Algorithmus 7.2 wird also die Nachricht m(x) genau so in ein Code-
polynom c(x) codiert, wie wir es bereits oben beschrieben haben. Da wir jetzt nur
Fehler erkennen, nicht aber korrigieren wollen, ist auch die ,,.Decodierung™ sehr
einfach:

Algorithmus 7.3 (CRC-Decodierung). Nach Ubertragung von c¢(x) sei das Poly-
nom d(x) empfangen worden.
(1) Dividiere d(x) in GF(2)[x] durch g(x); der Rest sei r(x).

(2) Falls r(x) # 0, melde Fehler und verlange nochmalige Ubertragung.
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(3) Seialso r(x) =0und d(x) = co + c1x + -+ + ch_1x" L. Setze

k—1
m(x) = cp—k + Cp—g+1X + -+ Cp1x" .

Wie wir bereits erwiéhnt haben, 148t sich dies sehr gut in Hardware durch Schie-
beregister implementieren; siehe auch Peterson und Brown [1961]. Es bleibt die
Aufgabe, passende Generatorpolynome g(x) auszuwihlen, also dariiber nachzu-
denken, wie gut die Fehlererkennung bei gegebenem g(x) aussieht. Dazu zunéchst
ein weiterer Begriff, namlich der des Fehlerbiindels (,burst error*). Viele Ubertra-
gungskanile sind ndmlich nicht ,,ged4chtnislos”: In Telefonleitungen, Magnetbén-
dern oder bei CDs treten Fehler eher in Biindeln auf; wenn in einer Komponente ein
Fehler auftritt, so mit groBerer Wahrscheinlichkeit auch in den Nachbarkomponen-
ten. Formal definiert man ein Fehlerbiindel der Linge b als einen Fehlervektor, des-
sen Eintrige # 0 alle in b (zyklisch) aufeinanderfolgenden Komponenten enthalten
sind. Beispielsweise sind also (00001001000) und (100000000101) Fehlerbiindel
der Lénge 4.

Es ist nun klar, dal man bei der CRC-Codierung iiber ein Polynom g(x) vom
Grad r = n — k jedes Fehlerbiindel der Linge b < r entdecken kann, da ja kein
Polynom vom Grad < r — 1 durch g teilbar ist. Wenn man darauf besteht, dal} g
den Faktor x + 1 enthélt, kann g sogar alle Fehlerbiindel von ungeradem Gewicht
erkennen; wenn nimlich der Rest r(x) ungerades Gewicht hat, gilt ja r(1) = 1,
weswegen 7 (x) nicht durch x + 1 teilbar ist. Wie die folgende Ubung zeigt, kann
man auch ldngere Fehlerbiindel mit hoher Wahrscheinlichkeit erkennen.

Ubung 7.4. Es sei C ein CRC-Code mit Generatorpolynom g(x) vom Grad r,
wobei g(0) = 1 sei. Man zeige unter der Annahme, daf} alle Fehlerbiindel der
Linge b mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten:

(a) Firb = r + 1 ist die Wahrscheinlichkeit, daf} die aufgetretenen Fehler nicht
erkannt werden, 2771,

(b) Fiir b > r + 2 ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 die aufgetretenen Fehler nicht
erkannt werden, 27"
Beispiel 7.5. In der Praxis sind die folgenden Polynome verwendet worden:
(@) CRC-12: x2 4 x* 423 + 32 +x + 1
(b) CRC-16: x'0 + x5 +x2 4+ 1
(¢) CRC-CCITT: x'0+x12 +x° 41

(d) CRC—32:x32+x26+x23+x22+x16+x12+x” +x10+x8 +X7 +.X'5+
a2 +x+1
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Dabei kommt CRC-12 zum Zuge, falls die Symbole des zugrundeliegenden Alpha-
bets als 6-bit-Vektoren dargestellt werden und CRC-16 bzw. CRC-CCITT im Fall
von 8-bit-Vektoren. SchlieBlich wird CRC-32 gemill des ANSI/IEEE Standards
802.12 fiir die Dateniibertragung in LAN’s und MAN’s (local and metropolitan
area networks) eingesetzt.

Wir betrachten das Beispiel (b) noch etwas genauer: CRC-16 hat die Zerlegung
(x4 1)(x'3 4-x +1); der zweite Faktor ist ein primitives Polynom, das X2 =
x3%767 1 1 teilt. Somit ist g ein Erzeugerpolynnom fiir einen zyklischen Code der
Liange n = 32767; man kann also Nachrichten der Linge k < n—r = 32751 damit
codieren und auf Fehler testen, wie beschrieben. Dabei kann man alle einfachen
Fehler ungeraden Gewichts, alle Fehlerbiindel der Linge b < 16 sowie 99, 997%
aller Fehlerbiindel der Linge b > 18 erkennen.
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Jeder Mathematikstudent lernt irgendwann einmal etwas projektive Geometrie und
begegnet dabei jener herrlichen inneren Symmetrie dieser Theorie, die sich in dem
auf den franzosischen Mathematiker Joseph Diaz Gergonne (1771 — 1859) zuriick-
gehenden ,,Dualitéitsprinzip™ ausdriickt. Ferner lernt man meist auch etwas iiber das
geometrische Rechnen mit Doppelverhéltnissen und den Widerschein von Rechen-
gesetzen in sogenannten geometrischen SchlieBungssitzen, unter denen der Satz
von Desargues der einfachste ist. Man lernt bei dieser Gelegenheit auch, daB der Satz
von Desargues in projektiven Rdumen einer Dimension > 3 fast trivial ist, in pro-
jektiven Ebenen (Dimension 2) dagegen verletzt sein kann (,,nicht-desarguessche
Ebenen™). Auf jeden Fall spielen die projektiven Ebenen eine Sonderrolle, und es
sind ihnen ganze Monographien gewidmet worden.

Die Theorie der endlichen projektiven Geometrien ist zugleich eines der schon-
sten Kapitel der Kombinatorik; in diesem Abschnitt wollen wir typische Einblicke
in diese Theorie gewinnen. Wir lernen zunichst einige allgemeine Eigenschaften
endlicher projektiver Ebenen und Raume kennen und diskutieren Existenzfragen.
Im Anschluf} daran beweisen wir einen Satz iiber Polarititen; damit bereiten wir
uns auch auf eine interessante Anwendung vor, ndmlich das Freundschaftstheo-
rem von Erdés, Rényi und Sos [1966]. Danach konstruieren wir besonders schone
Kollineationsgruppen projektiver Geometrien, die sogenannten Singergruppen. Als
néchstes betrachten wir dann einige interessante kombinatorische Unterstrukturen
in projektiven Geometrien, ndmlich einerseits die sogenannten Bogen, die in engem
Zusammenhang zu den im vorigen Kapitel eingefiihrten MDS-Codes stehen, und
andererseits Unterebenen und Blockademengen. Schliellich werden wir noch eine
Anwendung der projektiven Geometrie in der Kryptographie darstellen und kurz
auf affine Ebenen und Rdume eingehen.

Trotzdem konnen wir nur einige Kostproben aus einem sehr umfangreichen
Gebiet geben, die hoffentlich beim Leser den Appetit auf weiterfiihrende Lektiire
anregen werden. Allgemeine Darstellungen der projektiven Geometrie findet man
beispielsweise bei Veblen und Young [1916], Lenz [1965], Coxeter [1987] oder
Beutelspacher und Rosenbaum [1992]. Speziell fiir projektive Ebenen seien die
Monographien von Dembowski [1968], Pickert [1975], Liineburg [1980], Kallaher
[1981] sowie Hughes und Piper [1982] genannt. Das Studium endlicher projektiver
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Réume und klassischer projektiver Ebenen ist ebenfalls ein blithendes Gebiet, das
auch als ,,Galois-Geometrie* bezeichnet wird; hier empfehlen wir die drei Stan-
dardwerke von Hirschfeld [1985,1998] bzw. Hirschfeld und Thas [1991].

1 Grundlagen

Wir beginnen mit einer sehr allgemeinen (und in dieser Allgemeinheit nicht son-
derlich spannenden) Definition, von der wir dann im Laufe der Zeit verschiedene
interessante Spezialfille kennenlernen werden.

Definition 1.1. Es seien P und B zwei zueinander disjunkte, endliche nichtleere
Mengen sowie I C P x B eine Relation. Die Elemente von P werden Punkte, die
Elemente von B Blocke genannt. Ist p € P, B € 8B, (p, B) € I, so verwendet
man gerne eine geometrisch motivierte Sprechweise; beispielsweise sagt man, der
Punkt p liege auf oder inzidiere mit dem Block B oder der Block B gehe durch oder
inzidiere mit dem Punkt p und &@hnliches mehr. Das Tripel (P, 8B, I) heilit eine
endliche Inzidenzstruktur.

Definition 1.2. Sei I1 = (P, §, I) eine endliche Inzidenzstruktur, wobei wir statt
von Blocken von Geraden sprechen wollen. IT heiBit eine endliche projektive Ebene,
wenn folgendes gilt:

(a) Sind p,q € P, p # gq,so gibtes genauein G € § mit (p, G), (¢, G) € I.
Durch zwei verschiedene Punkte p, g geht also genau eine Gerade G, die
wir mit G = pgq bezeichnen.

(b) Sind G, H € §,G # H,sogibtes genauein p € P mit(p, G), (p, H) € I.
Zwei verschiedene Geraden G, H schneiden sich also in genau einem Punkt
p, den wir mit p = G N H bezeichnen.

(c) Es gibt ein Viereck, also vier Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden
liegen.

Dabei ist Bedingung (c) ein Reichhaltigkeitsaxiom, das dazu dient, Trivialfille
auszuschliessen. Wir geben gleich ein erstes Beispiel an:

Beispiel 1.3. Wir wihlen P = {0, ..., 6} und
g =1{{0,1,3},{1,2,4},{2,3,5},{3,4,6}, {4,5,0}, {5, 6, 1}, {6, 0, 2}}.

Dannist (P, §, €) eine projektive Ebene, die man wie folgt veranschaulichen kann:
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Man lasse sich dabei nicht davon irritieren, dafl eine der Geraden als ein Kreis
gezeichnet ist; man kann zeigen, daB es unmoglich ist, alle sieben Geraden unse-
rer abstrakt gegebenen projektiven Ebene in der Anschauungsebene als Geraden
darzustellen. Dem Leser sei geraten, sich viele der folgenden Uberlegungen mit
Zeichnungen zu veranschaulichen, auch wenn man die gewohnte geometrische In-
tuition im Endlichen nur mit einer gewissen Vorsicht verwenden sollte.

Man kann sich nun leicht iiberlegen, dall die Ebene aus Beispiel 1.3, die so-
genannte Fano-Ebene, das kleinstmogliche Beispiel einer endlichen projektiven
Ebene ist. Beginnt man némlich etwa mit dem Viereck {0, 2, 3, 4}, so definieren
die drei Geradenpaare {03, 24}, {04, 23} und {02, 34} nach Axiom (b) jeweils einen
weiteren Punkt, 0.B.d.A. die Punkte 1, 5 und 6; je zwei dieser Punkte miissen
dann nach Axiom (a) eine Verbindungsgerade haben; das kleinstméogliche Beispiel
entsteht also, wenn die drei Punkte 3, 4 und 6 selbst eine Gerade bilden.

Die Fano-Ebene besitzt eine bemerkenswerte kombinatorische Regularitit: Jede
Gerade enthélt drei Punkte und jeder Punkt liegt auf drei Geraden. Wie wir bald
sehen werden, ist dies kein Zufall.

Zunidchst aber noch einige Worte zu einer anderen bemerkenswerten Eigen-
schaft, dem Dualitdtsprinzip. Die Axiome (a) und (b) sind im folgenden Sinn dual
zueinander: Vertauscht man die Rollen von Punkten und Geraden, so gehen sie
auseinander hervor. Das Axiom (c) ist zwar nicht direkt zu sich selbst dual, doch
folgt die duale Aussage leicht: Wenn a, b, ¢, d ein Viereck bilden, so sind ab, ac, bd
und cd offenbar vier Geraden, von denen keine drei durch denselben Punkt gehen,
bilden also ein Vierseit.
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Lemma 1.4. Zu je zwei verschiedenen Geraden G und H in einer projektiven Ebe-
ne Il gibt es einen Punkt, der weder auf G noch auf H liegt. Zu je zwei verschiedenen
Punkten p und q in T1 gibt es eine Gerade, die weder durch p noch durch q geht.

Beweis. Nach Axiom (c) gibt es ein Viereck a, b, ¢, d in I1. Wenn einer dieser vier
Punkte weder auf G noch auf H liegt, haben wir den gesuchten Punkt. Anderenfalls
giltetwa G = abund H = cd. Wirsetzenac = G und bd = H.DanngiltG # H,
weil keine drei der Punkte a, b, c, d auf einer Geraden liegen. Der Schnittpunkt s
von G und H ist aus demselben Grund von a, b, ¢, d verschieden. Er liegt nicht auf
G, weil sonst G = G wiire, also ¢ auf G, also a, b, ¢ auf G lagen, und aus analogen
Griinden auch nicht auf H. Die zweite Aussage ist dual zu der eben bewiesenen
und folgt somit aufgrund des Dualitétsprinzips. O

Ubung 1.5. Man fiihre den Beweis der zweiten Aussage in Lemma 1.4 explizit
durch, indem man den Beweis der ersten Aussage Schritt fiir Schritt dualisiert.

Satz 1.6. Sei I1 = (P, §, I) eine endliche projektive Ebene. Dann gibt es eine
natiirliche Zahl n, die Ordnung von I1, so daf folgendes gilt:

(1) Auf jeder Geraden G € § liegen genau n + 1 Punkte.
(2) Durch jeden Punkt p € P gehen genau n + 1 Geraden.
3) Pl =1§|=n>+n+1.

Beweis. Seien G und H zwei beliebige Geraden mit G # H und p ihr Schnittpunkt.
Nach Lemma 1.4 gibt es einen Punkt g, der weder auf G noch auf H liegt. Nun
sei [G] die Menge der auf G und [H] die Menge der auf H liegenden Punkte.
Wir definieren ¢: [G] — [H] folgendermaBen: Ist u € [G], so sei ¢(u) der
Schnittpunkt der Geraden F = ug mit H; man beachte dabei ¢ # u wegen
q ¢ [G]lund F # H wegen g ¢ [H]. Man verifiziert leicht, dal ¢ eine Bijektion
ist. Die Anzahl der auf einer Geraden G liegenden Punkte héngt also nicht von der
Wahl von G ab und werde ab jetzt mit n + 1 bezeichnet.

Sei nun p ein beliebiger Punkt und G eine nicht durch p gehenden Gerade;
eine solche gibt es nach Lemma 1.4. Jeder Geraden durch p ordne man ihren
Schnittpunkt mit G zu. Man sieht leicht, da diese Abbildung bijektiv ist. Also
gehen durch p genau n 4 1 verschiedene Geraden.

Als niichstes zeigen wir |P| = n> +n + 1. Sei dazu p € P beliebig. Sind G
und H Geraden durch p, G # H, so sind die Mengen [G] \ {p} und [H] \ {p}
disjunkt. Also zerféllt P \ {p} in n 4 1 disjunkte n-Mengen: |P| — 1 = (n + 1)n.
Die Aussage |§| = n?4n 41 folgt nun aus dem Dualititsprinzip. Da P ein Viereck
enthdlt, ist schlieBlich n > 1. O
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Beispiel 1.7. Sei GF(q) der Korper mit g Elementen und P die Menge aller
1-dimensionalen sowie § die Menge aller zweidimensionalen Teilrdume des drei-
dimensionalen Vektorraums V = GF(g)>. Aufgrund der Dimensionsformel der
linearen Algebra sieht man leicht, daB3 I1 = (P, §, C) die Axiome (a) und (b)
einer endlichen projektiven Ebene erfiillt. Beispielsweise miissen sich ja je zwei
verschiedene zweidimensionale Teilriume nach dieser Formel in einem eindimen-
sionalen Teilraum schneiden. Weiterhin bilden die von den vier Vektoren (1, 0, 0)7,
0,1,0)7, 0,0, DT und (1, 1, 1,)” erzeugten Punkte ein Viereck in IT. Da es ge-
nau (¢> — 1)/(g — 1) = g% + q + 1 eindimensionale Teilriume von V gibt, ist IT
eine projektive Ebene der Ordnung ¢. Diese Ebene wird mit PG(2, ¢) bezeichnet
und die desarguessche (oder auch die klassische) projektive Ebene der Ordnung ¢
genannt.

Ubung 1.8. Man gebe eine formale Definition des Begriffs der Isomorphie zweier
projektiver Ebenen und zeige explizit, dal PG(2, 2) zur Fano-Ebene aus Beispiel
1.3 isomorph ist.

Wir verallgemeinern nun Beispiel 1.7 und fiihren die hoher-dimensionalen pro-
jektiven Rdume ein:

Definition 1.9. Sei GF(q) der Korper mit g Elementen und PG(n, q) die durch die
Inklusion partiell geordnete Menge aller Teilrdume U des (n + 1)-dimensionalen
Vektorraums V = GF (q)"“. Man nennt PG(n, q) die n-dimensionale projektive
Geometrie liber GF (q); fiir n > 3 spricht man auch von einem projektiven Raum.
Die 1-dimensionalen Teilrdume heiflen wieder Punkte und die zweidimensiona-
len Teilrdume Geraden; die dreidimensionalen Teilriume heilen Ebenen und die
n-dimensionalen Teilriume Hyperebenen.! Zwei nichtleere, echte Unterriume U
und W (etwa ein Punkt und eine Gerade) werden inzident genannt, wenn U C W
oder W C U gilt; man schreibt dafiir U I W und verwendet wieder die tibliche
geometrische Sprechweise (wie etwa ,,U liegt auf W* fiir U C W).

Ubung 1.10. Man zeige, daB jeder projektive Raum PG(n, ¢) mit n > 3 die fol-
genden Veblen-Young-Axiome erfiillt:

(a) Je zwei verschiedene Punkte p und ¢ liegen auf genau einer Geraden, die
wieder mit pg bezeichnet wird.

(b) Wenn p, g, r, s vier verschiedene Punkte sind, fiir die die beiden Geraden
pq und rs verschieden sind und sich schneiden, so schneiden sich auch die
Geraden pr und gs.

1 Aus offensichtlichen Griinden nimmt man die (d 4 1)-dimensionalen linearen Teilrdume von V
auch d-dimensionale Unterrdume von PG(n, q).
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(c) Auf jeder Geraden liegen mindestens drei Punkte.
(d) Es gibt zwei Geraden, die sich nicht schneiden.

Hierbei dient das Axiom (b) zur Einfiihrung eines Ebenenbegriffs und das Axiom
(d) stellt sicher, daB es windschiefe Geraden gibt, also nicht s@mtliche Punkte in
einer Ebene liegen.

Die Bedeutung dieser Axiome liegt nun im folgenden klassischen Satz von
Veblen und Young [1916], den wir ohne Beweis angeben; siche auch Lenz [1965]
oder Beutelspacher und Rosenbaum [1992].

Satz 1.11 (Erster Hauptsatz der projektiven Geometrie). Jede endliche Inzidenz-
struktur (P, G, I), die den Veblen-Young-Axiomen aus Ubung 1.10 geniigt, ist
isomorph zu der Geometrie, die von den Punkten und Geraden eines projektiven
Raumes PG(n, q) gebildet wird. O

2 Existenzfragen

In diesem Abschnitt wollen wir einige Bemerkungen zum Existenzproblem fiir
endliche projektive Ebenen machen. Nach Beispiel 1.7 existiert eine Ebene der
Ordnung ¢ jedenfalls immer dann, wenn ¢ eine Primzahlpotenz ist. Bislang haben
alle bekannten endlichen projektiven Ebenen Primzahlpotenzordnung, auch wenn
es Myriaden von Beispielen gibt, die nicht zu einer klassischen Ebene isomorph
sind. In der Tat wird hiufig die Vermutung geduflert, daf} dies so sein miisse. Viel
Evidenz fiir diese Primzahlpotenzvermutung gibt es nicht, lediglich einen beriihm-
ten Nichtexistenzatz von Bruck und Ryser [1949], den wir in diesem Abschnitt
diskutieren und in Kap.X in allgemeinerer Form beweisen werden, sowie einen
Computer-Beweis fiir die Nichtexistenz einer Ebene der Ordnung 10 von Lam,
Thiel und Swiercz [1989]; siehe auch Lam [1991] fiir eine Beschreibung der hochst
interessanten Geschichte dieses duBerst aufwendigen Beweises. Wir wagen es je-
denfalls nicht, eine Prognose iiber die Giiltigkeit dieser Vermutung abzugeben, zu
der wir spiter — unter geeigneten Zusatzvoraussetzungen — noch mehr zu sagen
haben werden.
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Zunichst wollen wir jedoch erst einmal den Bezug zwischen projektiven Ebenen
und den in Kap.III untersuchten orthogonalen lateinischen Quadraten herstellen.

Satz 2.1. Eine projektive Ebene der Ordnung n existiert genau dann, wenn
N (n) = n—1 gilt (wenn es also n — 1 paarweise orthogonale lateinische Quadrate
der Ordnung n gibt).

Beweis. Sei zunichst IT = (P, §, I) eine projektive Ebene der Ordnung n. Nach
Satz I11.2.8 gentigt es, ein orthogonales (n + 1, n)-Array anzugeben. Hierzu wihlen
wir eine Gerade G € § und setzen

K=[Ggl, G=P\K und S={1,...,n}.
Nach Satz 1.6 gilt also:
K|=n+1, |G|=n> und |S|=n.

Fiir jeden der n + 1 Punkte p € K wihlen wir eine Bijektion «, zwischen der
Menge der von Gg verschiedenen durch p gehenden Geraden und der Menge S.
Sodann setzen wir

O(p,q) =ap(pg) firpeK, qg€G;

zu zeigen ist, dal K x G — S ein orthogonales Array fiir K, G, S ist. Seien also
p,p € K mit p #£ p’ sowie m,m’ € § gegeben; wir miissen ein ¢ € G mit
O(p,q) = mund O(p’,q) = m’ finden. Sei dazu H die eindeutig bestimmte
Gerade durch p mit «,(H) = m und analog H' die eindeutig bestimmte Gerade
durch p’ mit oy (H') = m’ sowie g der Schnittpunkt von H und H'. Dann gilt in
der Tat O(p,q) =mund O(p’, q) = m'.

Umgekehrt sei jetzt N(n) = n — 1. Nach Satz I11.2.8 gibt es ein orthogonales
(n + 1, n)-Array O, etwa fiir K, G, S mit |K| = n + 1, |G| = n?,|S| = n. Wir
diirfen KNG = ¢ annehmen und bilden nun P = K UG. Dannist |P| = n>4n+1,
wie es sich fiir die Menge der Punkte einer projektiven Ebene der Ordnung n gehort.
Sei Gg = K; fiir j € K, h € S bilden wir

Gﬂ,:{j}U{llleE, o@j,l)=h}.

Wir setzen § = {Go} U {Gjn | j € K, h € §} und erhalten |§| = n?+n+1,
wie es sich fiir die Menge aller Geraden einer projektiven Ebene der Ordnung
n gehort. Als Inzidenzrelation verwenden wir natiirlich die Elementbeziehung €.
Nun ist nachzuweisen, dall wir tatsdchlich eine projektive Ebene der Ordnung n
konstruiert haben. Man sieht sofort, da} jeder Punkt auf genau n 4+ 1 Geraden
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liegt und jede Gerade genau n + 1 Punkte hat. Die Gerade Gp = K schneidet
jede andere Gerade G j;, in genau einem Punkt, ndmlich in j. Zwei verschiedene
Geraden Gy, G ji schneiden sich im Fallei = j, h # knurini € K, im Falle
i # j in dem einzigen Punkt/ € G, fiirden O(i, 1) = h und O0(j, ) =k gilt.

Als néchstes konstruieren wir ein Viereck. Wir wihlen i, j € Go = K mit
i # j und zwei Geraden G;;, und G ji, deren Schnittpunkt wir mit p bezeichnen;
man beachte p ¢ K. Durch p gibt es nun noch mindestens eine weitere Gerade
und auf dieser einen Punkt ¢ ¢ K; von den vier Punkten i, j, p, ¢ liegen dann
tatsichlich keine drei auf einer Geraden, wie man leicht nachpriift. Nun schlielen
wir endlich auf die Existenz und Eindeutigkeit der Verbindungsgeraden von zwei
verschiedenen Punkten. Liegt einer der Punkte auf Gy, so ist dies schon bekannt;
handelt es sich um [, m € G, so sehe man sich die n + 1 Geraden durch / an. Auf
jeder dieser Geraden liegen n Punkte # [; das liefert eine disjunkte Uberdeckung
von P \ {}, bei der also m genau einmal getroffen wird. O

Korollar 2.2. Wenn es keine projektive Ebene der Ordnung n gibt, so gilt
N(n) <n—1. O

Definition 2.3. Sei I1 = (P, 4, I) eine endliche projektive Ebene der Ordnung n.
Wirsetzen N = n?2+n+1und definieren eine (N x N)-Matrix A = @jr) j k=1
indem wir P und § beliebig numerieren, etwa als

P={p1,...,pN} und 9={G1,...,GN},

und
{1 fiir p; auf Gy
ajx =
0 sonst

setzen. Dann heifit A eine Inzidenzmatrix von IT.

Lemma 2.4. Sei A eine Inzidenzmatrix einer endlichen projektive Ebene der Ord-
nung n. Dann gilt

2.1) AAT =nl +J,

wobei J die (N x N)-Matrix (N = n®+n+1) bezeichnet, deren Eintrdge sdmtlich
= 1 sind.

Beweis. Sei M = AAT. Wegen m;; = Z,Icvzl ajxajy zdhlt m;;, wie oft die Punkte
pi und p; auf einer Geraden Gy liegen. Fiir i # j ist dies aber genau einmal und
fiir i = j genau (n 4+ 1)-mal der Fall. O
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Im nichsten Abschnitt werden wir die Eigenwerte der Matrix in (2.1) bendtigen,
die man leicht explizit angeben kann:

Ubung 2.5. Man zeige: Die Matrix nl + J aus Lemma 2.4 hat den Eigenvektor

j=,1,..., DT zum Eigenwert (n + 1)? sowie die N — 1 linear unabhingigen
Eigenvektoren
1 0 0
1
—1
-1
oD =101 ,®= 0 WD = 0
: ‘ 1
0 0 -1

zum Eigenwert n. Insbesondere sind die Matrizen M und daher auch A iiber Q
invertierbar.

Wir interpretieren nun die Bedeutung der Gleichung (2.1) in der Sprache der
Linearen Algebra: AIAT = nI 4 J besagt gerade, daB die (N x N)-Matrizen I
und nl + J dquivalent sind, also bis auf die durch die Matrix A beschriebene Ba-
sistransformation dieselbe symmetrische Bilinearform darstellen. Man kann diese
Tatsache verwenden, um den folgenden Nichtexistenzsatz von Bruck und Ryser
[1949] zu beweisen:

Satz 2.6 (Satz von Bruck und Ryser). Sein € Nmitn = 1 (mod 4) oder n =
2 (mod 4). Wenn der quadratfreie Teil von n einen Primteiler p = 3 (mod 4) hat,
gibt es keine projektive Ebene der Ordnung n.

Dabei ist der quadratfreie Teil einer natiirlichen Zahl n als das Produkt der-
jenigen Primzahlen definiert, die in der Primzahlpotenzzerlegung von n zu einer
ungeraden Potenz erscheinen.

Wir werden Satz 2.6 zunichst unbewiesen lassen, da wir in § XI.2 eine Verallge-
meinerung auf sogenannte symmetrische Blockpléne zeigen wollen. Ein bekannter
Satz der Zahlentheorie besagt, daf} eine natiirliche Zahl n genau dann als Summe
zweier Quadrate geschrieben werden kann, wenn der quadratfreie Teil von n nur
Primteiler ¢ = 1 (mod 4) hat; einen Beweis hierfiir findet man beispielsweise bei
Hardy und Wright [1938] oder bei Ireland und Rosen [1990]. Satz 2.6 kann daher
auch wie folgt formuliert werden:

Satz 2.7 (Satz von Bruck und Ryser). Sei n € N eine natiirliche Zahl mit n =
1 (mod 4) oder n = 2 (mod 4). Wenn es eine projektive Ebene der Ordnung n gibt,
ist n die Summe zweier Quadrate.



180 IX Endliche projektive Ebenen und Rdume

Ubung 2.8. Man zeige: Ist n = 6 (mod 8), so gibt es keine projektive Ebene der
Ordnung n.

Aus Korollar 2.2 folgt insbesondere, daf fiir alle in Satz 2.6 beschriebenen
Zahlen n die Ungleichung N (n) < n—1 gilt. Nun besagt ein tiefliegendes Ergebnis
von Bruck [1963], das spiter von Metsch [1991] noch deutlich verstirkt werden
konnte, dal N(n) = n — 1 gelten muB, falls der Wert von N (n) eine Schranke
f(n), die nahe genug bei n — 1 ist, liberschreitet; dabei bedeutet ,,nahe genug*
nach Metsch grob gesprochen, dal N(n) — f(n) nur in der Grolenordnung von
J/n liegt. Fiir eine genaue Formulierung und den sehr aufwendigen Beweis sei der
Leser auf § X.7 von Beth, Jungnickel und Lenz [1999] verwiesen. Wir wollen hier
lediglich zur Illustration einige konkrete Schranken angeben, die man auf diesem
Wege erhalten kann:

N@n)<n-—4 firn=06,10, 14,21, 22;
N@n) <n-—5 firn=30,33,38,42,46,54,57,62, 66,69, 70,77, 78;
N(n) <n—6 firn=286,93,94,etc.

Die eben skizzierte Beweismethode liefert nach wie vor die einzigen bekannten
nichttrivialen oberen Schranken fiir die Werte N (n).

3 Polarititen

Wir wollen nun einen Satz kennenlernen, der die innere Symmetrie projektiver
Ebenen tiefer ausleuchtet und eine interessante Anwendung hat, ndmlich das so-
genannte ,,Freundschaftstheorem®™. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden
wir (bei abstrakten projektiven Ebenen) ab jetzt Geraden meist als Punktmengen
auffassen, also 0.B.d.A. I = € wihlen.

Definition 3.1. Sei [T = (P, §, €) eine endliche projektive Ebene. Eine bijektive
Abbildung 7 : P — § heilit eine Polaritdt von I1, wenn gilt:

3.1 pemn(q) < qe<n(p) firalle p,q e P.

Die Gerade G = 7w (p) heiit die Polare des Punktes p, der auch der Pol von G
genannt wird; p und G = 7 (p) heien absolut, wenn p auf G liegt.

Beispiel 3.2. Sei [1 = PG(2, q) eine klassische projektive Ebene wie in Beispiel
1.7. Geraden sind somit zweidimensionale Unterrdume des Vektorraums V =
GF(q)?, also bekanntlich gerade die Kerne von nichttrivialen Linearformen, die
ja die Form

x — ulx fireinu eV \ {0}
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haben, wobei u natiirlich nur bis auf einen Skalar A # 0 bestimmt ist. Wir konnen
also sowohl Punkte wie Geraden jeweils durch von Null verschiedene, nur bis
auf einen Skalar bestimmte Vektoren x bzw. u darstellen; man spricht hier von
den homogenen Koordinaten von Punkten und Geraden. Um MiBverstindnisse
auszuschlieBen, werden wir die homogenen Koordinaten von Geraden in eckige
Klammern setzen, also [u#] statt einfach nur u schreiben. Man sieht dann sofort, daf3
die Abbildung x — [x] eine Polaritit von IT definiert. Etwas allgemeiner induziert
jede invertierbare symmetrische (3 x 3)-Matrix A iiber GF(q) gemif

3.2) mTa:x — [Ax] fiirx € V\ {0}
eine Polaritét von IT:
xI[Ay] < ANTx=0 = ANTy=0 < yI[Ax],

wobei wir die Symmetrie von A verwendet haben. Die Menge aller absoluten Punkte
der Polaritit 74 aus 3.2 ist also in homogenen Koordinaten durch die quadratische
Gleichung

3.3) xTAx =0
gegeben; die entsprechende Punktemenge in IT ist dann ein Kegelschnitt.

Wir wollen nun einen interessanten Satz von Baer [1946a] beweisen, demzu-
folge jede Polaritét einer Ebene der Ordnung » mindestens n + 1 absolute Punkte
hat. Dazu benétigen wir noch das folgende

Lemma 3.3. Sei [l = (P, §, €) eine endliche projektive Ebene der Ordnung n und
7w . P — § eine Polaritit von T1. Dann enthdilt jede absolute Gerade genau einen
absoluten Punkt, und jeder absolute Punkt liegt auf genau einer absoluten Geraden.
Ferner ist die Anzahl der absoluten Punkte auf einer nicht-absoluten Gerade von
I stets =n + 1 (mod 2).

Beweis. Sei G eine absolute Gerade, also etwa G = 7w (p) mit p € G. Falls es
noch einen weiteren absoluten Punkt g # p auf G gibt, folgt p € w(g) nach (3.1);
aus der Annahme g € m(g) ergibt sich nun 7(¢) = pg = G im Widerspruch zu
G = m(p). Somit enthilt jede absolute Gerade genau einen absoluten Punkt; dual
folgt auch, dal} jeder absolute Punkt auf genau einer absoluten Geraden liegt.

Sei nun H eine nicht-absolute Gerade. Wir definieren eine Abbildung « auf H
durch a(p) = H N (p) fiir p € H; diese Definition ist sinnvoll, weil H nicht
absolut ist. Da a(p) = p genau dann gilt, wenn der Punkt p absolut ist, und da «
offensichtlich eine Involution ist, folgt auch die zweite Behauptung. O
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Satz 3.4. Sei I1 = (P, §, €) eine endliche projektive Ebene der Ordnung n und
7w : P — G eine Polaritit von I1. Dann hat & mindestens n + 1 absolute Punkte;
falls n kein Quadrat ist, hat w sogar genau n + 1 absolute Punkte.

Beweis. Wir werden eine symmetrische Inzidenzmatrix A = (q;;) fiir [1 verwenden,
die wir mithilfe der Polaritit = wie folgt konstruieren kénnen. Wir numerieren
wieder die Punkte beliebig, etwa als P = {p1, ..., py} mit N = n?+n+1,und
dann die Geraden in der durch 7 induzierten Anordnung, also $ = {G1, ..., Gn}
mit G; = m(p;) fiir j =1,..., N. Somit gilt

1 fiir pj € w(py)
djk =

0 sonst,
weswegen A nach (3.1) in der Tat symmetrisch ist. Die Anzahl x der absoluten
Punkte von 7 ist nun genau die Summe der Diagonaleintrige von A, also die Spur
von A, die wir daher berechnen bzw. abschitzen wollen.

Als symmetrische reelle Matrix 146t sich A reell diagonalisieren; es gibt also eine
reelle orthogonale Matrix U mit UTAU = diag(A1, ..., An), wobei A1, ..., AN
die Eigenwerte von A bezeichnen. Da die dhnlichen Matrizen A und U~'AU =
UT AU dieselbe Spur haben (was man entweder aus der linearen Algebra kennt
oder aber leicht direkt nachrechnet), kann x = Spur A somit auch als die Summe
der Eigenwerte von A berechnet werden.

Wir wollen nun die Ergebnisse aus Ubung 2.5 verwenden. Da A symmetrisch
ist, wird die Gleichung (2.1) zu

(3.4) A’ =nl+J;

wie wir in 2.5 gesehen haben, hat A? den Eigenvektor j = (1,1,..., DT zum
Eigenwert (n41)% sowie N —1 linear unabhiingige Eigenvektoren zum Eigenwert .
Nun diagonalisiert U auch A?, weswegen wir 0.B.d.A.

M= =A%, =n, Ay =m+1)>

annehmen konnen. Um auf Aq, ..., Ay zu kommen, haben wir noch Vorzeichen
beim Wurzelziehen festzulegen. Zunichst sieht man sofort, dal n+ 1 ein Eigenwert
von A zum Eigenvektor j sein muf, da ja A eine Inzidenzmatrix fiir IT ist. Die
weiteren Eigenwerte von A sind dann sdmtlich iﬁ, wobei etwa r-mal das Plus-
und s-mal das Minuszeichen vorkommen mége (mitr + s = n? + n), womit sich

(3.5) x=SpurA=n+1+ @ —s)J/n

ergibt. Ist n nicht das Quadrat einer ganzen Zahl, so ist (3.5) nur fiir » = s moglich,
da ja x eine ganze Zahl ist; damit folgt sofort x = n + 1, und wir sind fertig.
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Ab jetzt sei also n ein Quadrat, etwa n = m?. Dann ergibt sich aus (3.5), daB
x = 1 (mod m) ist, womit = mindestens einen absoluten Punkt p besitzt. Wir
verwenden nun, daf} die Anzahl der absoluten Punkte auf einer nicht-absoluten
Geraden von IT nach Lemma 3.3 stets = n + 1 (mod 2) ist. Falls n ungerade
ist, besitzt also jede der n nicht-absoluten Geraden G durch p wenigstens einen
weiteren absoluten Punkt, womit bereits x > n + 1 folgt. Falls schlieBlich n gerade
ist, zdhlen wir die Anzahl ¢ aller Paare (¢, G), fiir die ¢ ein absoluter Punkt auf
einer beliebigen Geraden G ist, und erhalten = x(n+ 1). Nach Lemma 3.3 enthilt
jetzt jede Gerade mindestens einen absoluten Punkt. Also gilt # > n> +n + 1 und
somit wiederum x > n + 1, da ja x eine ganze Zahl ist. O

4 Das Freundschaftstheorem

In diesem Abschnitt wollen wir eine verbliiffende Anwendung von Satz 3.4 ken-
nenlernen. Bekanntlich ist Freundschaft eine binére, nicht-reflexive, symmetrische,
aber nicht notwendig transitive Relation.> Wir erfassen das Phinomen formal mit
der folgenden

Definition 4.1. Sei P eine endliche nichtleere Menge und R € P x P eine binére
Relation mit folgenden Eigenschaften:

(@ (p,g9) e R = p#gq;

(®) (p.g) e R = (q,p) €R.

Dann nennen wir (P, R) ein Freundschaftssystem. Wir schreiben im Folgenden
p ~ g statt (p, g) € Rund (P, ~) statt (P, R). Man sagt, das Freundschaftssystem
(P, ~) erfiille die Bedingung vom gemeinsamen Freund (kurz: BGF), wenn es zu
jedem (p,g) € P x P mit p # g genaueinr € P mit p ~ r und g ~ r gibt; man
nennt r den gemeinsamen Freund von p und q.

Ein Freundschaftssystem (P, ~), das die BGF erfiillt, liefert also vermoge
F(p,q9)=r <= p~r,q~r (p.qeP, p#q)
eine Abbildung F: {(p,q) | p.q € P, p # q} — P mit der Eigenschaft

F(p,q) = F(q,p) firalle p,g € P mitp #gq.

2 Man kann sich zwar auch selbst mdgen, aber von Freundschaft spricht man dann sicherlich nicht.
Etwas problematischer ist die Symmetrieforderung, einseitige Zuneigung kommt im Leben ja durchaus
vor. Wir nehmen es also mit in die Definition des Begriffs Freundschaft, daf sie auf Gegenseitigkeit zu
beruhen habe.
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Wir wollen die Elemente von P zur Veranschaulichung auch als Punkte in der
Ebene zeichnen und zwei verschiedene Punkte p und ¢ genau dann durch einen
Strich verbinden, wenn p ~ ¢ gilt. Aus der BGF folgt fiir die entstehende Figur das
Vierecksverbot: Sind p, g, r, s € P paarweise verschieden,sokommtp ~ g ~r ~
s ~ p nicht vor. Weiterhin zieht die BGF beispielsweise F(F(p, q), F(p,r)) =p
fiir alle p,q,r € P mit p # q,r und F(p, q) # F(p, r) nach sich. Diese beiden
Sachverhalte lassen sich wie folgt veranschaulichen:

;
S
F(p,r)
V4 / \ r  verboten! p >
N > F(p.,q)
q

q

Beispiel 4.2. Wir erkliren ein Freundschaftssystem auf einer Menge P ungerader
Michtigkeit, etwa P = {po, p1, ..., p2n}. Dabei sei p ~ g fiir p,q € P mit
p # g genau dann, wenn

po € {p,q} oder ({p,q}={pau—1, px} fireink € {1,...,n}

gilt. Offenbar erfiillt (P, ~) die BGF. Wir nennen jedes derartige Freundschaftssy-
stem eine Sternfigur mit Zentrum po, da man es wie folgt veranschaulichen kann:

P2n—4 P2n-3

P2n—-2
P2n-5 "

Do

P2n
P2
P1

Zwei Dinge sind nun erstaunlich, nimlich das folgende Resultat von Erdds,
Renyi und Szos [1966] an sich sowie auch die Tatsache, dal man es auf Satz 3.4
zuriickfiihren kann; einen anderen Beweis haben Longyear und Pearsons [1972]
gegeben.

Satz 4.3 (Freundschaftstheorem). Erfiillt ein Freundschaftssystem (P,~) mit
|P| > 1 die Bedingung vom gemeinsamen Freund, so ist es eine Sternfigur.
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Beweis. Wir konstruieren unter der Annahme, unser Satz sei falsch, eine Menge
g C 2P derart, daB 1 = (P, 4, €) eine endliche projektive Ebene wird. Dazu
ordnen wir jedem p € P die Menge

m(p):={qlqeP, p~q}

aller ,,Freunde von p zu und setzen § = {m(p) | p € P}. Wenn es uns gelingt zu
beweisen, daB IT in der Tat eine projektive Ebene und w : P — § eine Polaritét
ist, so brauchen wir nur noch Satz 3.4 anzuwenden, um ein p mit p € (p), also
p ~ p zu erhalten, im Widerspruch zu Bedingung (b) in Definition 4.1, womit wir
dann fertig sind.

Die ersten beiden Axiome fiir eine projektive Ebene sind nun leicht nachzuwei-
sen.

(@) Sind p,g € P, p # ¢, so bestimme man r = F(p, q); natiirlich gilt
dann p, g € n(r). Dies ist die einzige Verbindungsgerade von p und g: Ist
namlich G € 4, p,q € G,etwa G = 7(s), so gilt s ~ pund s ~ ¢, also
s=F(p,q)=r.

(b) Sind G,H € §,G # H,soseietwa G = n(q), H = m(r). Setzt man
p=F(g,r),sogiltp ~qgund p ~ r,also p € G N H. Jeder Punkt aus
G N H istaber ein gemeinsamer Freund von g und r, also nach BGF eindeutig
bestimmt.

Jetzt geht es nur noch um das Reichhaltigkeitsaxiom (c), also die Existenz eines
Vierecks in I1. Der Beweis dieser Aussage ist ziemlich langwierig und macht von der
bisher noch nicht verwendeten Annahme Gebrauch, unser Satz sei falsch. Genauer
gesagt verwenden wir die folgende Annahme:

(x) Es gibt kein Zentrum, fiir jedes p € P istalso 7 (p) # P \ {p}.

Sowie man némlich ein Zentrum po hat, ist der Beweis der restlichen Aussagen
unseres Satzes ein Kinderspiel: Durch f(p) := F(p, po) ist dann eine Abbildung
f: P\{po} = P\ {po} definiert, die fixpunktfrei ist (weil niemand sein eigener
Freund ist) und f o f = id erfiillt, womit man die zu einer Sternfigur gehorige Zer-
legung von P\ {po} in zweielementige Teilmengen hat. Wir verwenden also (), um
in einigen Schritten vier Punkte in I'1 zu konstruieren, von denen keine drei auf einer
Geraden liegen; dabei bedienen wir uns der oben eingefiihrten Veranschaulichung.

(1) Jeder Freundschafts-Strich kommt in genau einem Dreieck vor, wie direkt
aus BGF folgt.

(2) Fiir jedes p € P ist |w(p)| eine gerade Zahl v(p), und p kommt in genau
v(p)/2 Dreiecken vor. Man sieht dies, indem man dhnlich wie oben gemif
f(g) == F(p, q) eine Abbildung f: 7(p) — m(p) mit f o f = id kon-
struiert.
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(3) Esist |P| > 4. Dazu wihle man p € P beliebig. Dann ist p & w(p), aber
7 (p) enthilt, weil es in P noch einen zweiten Punkt ¢ gibt, mindestens den
einen Punkt F(p, ¢), also nach (2) mindestens zwei Punkte, die natiirlich
von p verschieden sind. Nach (x) ist {p} U (p) # P, also gibtes in P noch
mindestens einen vierten Punkt.

(4) Enthilt jedes G € § genau zwei Punkte, sind wir nach (3) trivialerweise
fertig. Wir diirfen also ab jetzt davon ausgehen, dafl es mindestens ein G =
w(p) € § mit |G| > 3 gibt; wegen (2) gilt dann sogar |G| > 4.

(5) Wir wihlen zunichst eine Gerade G = 7 (p), die mindestens drei Punkte
enthilt. Wegen (x) gibt es einen Punkt ¢, der nicht auf G liegt. Dann enthélt
G die voneinander verschiedenen Punkte r = F(p,q) und s = F(p,r).
Nach Wahl von G liegt aber auf G noch mindestens ein weiterer Punkt, den
wir ¢ nennen. Damit erhalten wir die untenstehende Figur. Es gilt also ¢ ~
p ~ r ~ q. Keine drei von diesen vier Punkten haben einen gemeinsamen
Freund auBerhalb {¢, p, r, g} (wegen des Vierecksverbotes fiir (P, ~)). Es
haben aber auch keine drei von ihnen den vierten zum gemeinsamen Freund:
r 7 tund p 7 g, weil s der gemeinsame Freund von p und r ist.

Somit haben wir in der Tat vier Punkte in IT gefunden, von denen keine drei auf
einer Geraden liegen. Es bleibt nur noch zu bemerken, dafl wegen (2) die Abbildung
7 bijektiv, also wirklich eine Polaritit ist. O

p

5 Kollineationen und der Satz von Singer

In diesem Abschnitt betrachten wir Automorphismen endlicher projektiver Geome-
trien (die meist als ,,Kollineationen bezeichnet werden) und beweisen die Existenz
besonder ,,schoner* Symmetriegruppen.
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Definition 5.1. Sei I1 eine endliche projektive Geometrie auf der Punktemenge
P mit Geradenmenge 4, also entweder eine projektive Ebene (P, §, I) oder ein
projektiver Raum wie in Definition 1.9. Eine bijektive Abbildung « : P — P heil3t
eine Kollineation von I, wenn

S.D a(G) ={a(p) | pe G} €§ firalleG e g

gilt, wenn also o Geraden auf Geraden abbildet und somit — wegen der Endlichkeit
von [T — die Geradenmenge permutiert.

Ubung 5.2. Man zeige, daB eine unter der Multiplikation mit Skalaren abgeschlos-
sene Teilmenge W eines (n 4 1)-dimensionalen Vektorraums V iiber GF (¢) genau
dann ein Unterraum von V ist, wenn U mit zwei verschiedenen Punkten U; und
U, von PG(n, q) (also mit zwei 1-dimensionalen Teilrdumen von V) stets auch
ihre Verbindungsgerade (also Uy + U») enthilt, und folgere daraus, daf} jede Kol-
lineation eines projektiven Raumes k-dimensionale Teilrdume auf k-dimensionale
Teilrdume abbildet.

Beispiel 5.3. Sei [1 = PG(n,q), n > 2. Dann induziert jede bijektive lineare
Abbildung « des Vektorraums GF (q)'”rl in offensichtlicher Weise eine Kollineation
von I1, die der Einfachheit halber schlampigerweise wieder mit o bezeichnet sei.
Nach Ubung 5.2 bildet o auch k-dimensionale Teilrdume von IT auf k-dimensionale
Teilrdume ab, insbesondere also Hyperebenen auf Hyperebenen.

In homogenen Koordinaten sieht das wie folgt aus. Zunéchst identifizieren
wir, in leichter Verallgemeinerung des in Beispiel 3.2 eingefiihrten Sachverhalts
fiir PG(2, q), sowohl die Punkte wie die Hyperebenen mit lediglich bis auf einen
Skalar bestimmten Vektoren x 7# 0 bzw. [u] # [0]; das ist sinnvoll, da jetzt der
Kern einer nichttrivialen Linearform x — u”x gerade eine Hyperebene ist. Wir
geben nun eine invertierbare ((n + 1) x (n + 1))-Matrix A liber GF (g) vor; dann
induziert ¢ : x — Aux also eine Kollineation, die auf den Hyperebenen gemif3
o [u]l = [(AHTu] operiert:

xIu] & u'x=0 < (A HYWlAx=0 = AxI1[(A"HTu).

Die bijektiven linearen Abbildungen von V, die bekanntlich die lineare Gruppe
GL(n + 1, g) bilden, induzieren also eine Kollineationsgruppe von PG(n, q), die
die projektive lineare Gruppe heifit und mit PGL(n, g) bezeichnet wird. (Man
beachte den Ubergang von n + 1 zu n in der projektiven Terminologie!)

Ubung 5.4. Man zeige, daB eine bijektive lineare Abbildung o« des Vektor-
raums GF(q)"*! genau dann die Identitit auf PG(n, ¢) induziert, wenn o die
Form x +— Ax fiir einen Skalar A # 0 hat. Mit der Bezeichnung H(n + 1, q) =
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{rid | » € GF(g)*}istalso PGL(n, q) zur Faktorgruppe GL(n+1, q)/H(n+1, g)
isomorph.

Bemerkung 5.5. Man kann Beispiel 5.3 etwas verallgemeinern, indem man bi-
jektive semilineare Abbildungen o von V. = GF(gq)"*! verwendet; eine solche
Abbildung « ist durch die beiden Forderungen

(@) ax+y) =alx)+a(y) firallex,y e V
(b) a(rAx) = t(M)a(x) firallex € V, A € GF(q)

definiert, wobei T ein (von « abhingiger) Automorphismus von GF (g) zu sein hat,
vergleiche Satz II1.3.8. Man sieht sofort, daf} jede bijektive semilineare Abbildung
von V eine Kollineation von IT = PG(n, q) induziert. Die Bedeutung dieses Be-
griffes liegt nun darin, daf diese Konstruktion bereits alle Kollineationen von IT
liefert (Zweiter Hauptsatz der Projektiven Geometrie); einen Beweis hierfiir findet
man beispielsweise bei Artin [1957] oder Lenz [1965].

Sei G eine Permutationsgruppe, die transitiv auf einer Menge X operiert; zu
beliebigen x, y € X gibt es also ein B € G mit B(x) = y. Falls G abelsch ist,
kann dann keine von der Identitét verschiedene Permutation in G einen Fixpunkt
auf X haben, wie man leicht nachpriift. Daher kann insbesondere kein @ € G eine
grofBere Ordnung als | X | haben, da sonst ja (fiir gegebenes x € X) ol (x) = ak(x)
fiir zwei verschiedene Potenzen von o gelten miisste, womit dann die Permutation
a/ 7% = id den Fixpunkt x hitte. Falls also o die Ordnung | X| hat, muB G die
von « erzeugte zyklische Gruppe sein und reguldr (auch: scharf transitiv) auf X
operieren: Zu beliebigen x, y € X gibtes genau ein 8 € G (also genau eine Potenz
von &) mit B(x) = y.

Der folgende fundamentale Satz von Singer [1938] besagt nun, da I1 =
PG(n, q) stets eine derartige Kollineationsgruppe G zulidfBit; jede solche Gruppe
heiflit dann eine Singergruppe von I1. Zunichst jedoch noch ein konkretes Beispiel:

Beispiel 5.6. Wir betrachten nochmals die Reprisentation der projektiven Ebene
IT = PG(2, 2) der Ordnung 2, die wir in Beispiel 1.3 angegeben haben. Offenbar
induiziert die Abbildung x +— x 4 1 (mod 7) eine Kollineation o der Ordnung 7
von I1, womit die von « erzeugte zyklische Gruppe G eine Singergruppe fiir IT ist.

Satz 5.7 (Satz von Singer). Sei g eine Primzahlpotenz und n € N. Dann enthdilt
n+1
PGL(n + 1, q) eine zyklische Untergruppe der Ordnung qqtl_l

den Punkten als auch auf den Hyperebenen von PG(n, q) reguldr operiert.

, die sowohl auf

Beweis. Nach Beispiel 5.3 induziert jedes @« € GL(n + 1, g) eine Kollineation
von [1 = PG(n, g). Wir identifizieren nun den Vektorraum GF (q)”+1 mit dem
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Erweiterungskorper L = GF(¢"*!) des Korpers K = GF(q), vergleiche Satz
II1.3.7; L wird also als (n + 1)-dimensionaler Vektorraum iliber K betrachtet. Die
Multiplikation Ax von Vektoren in L mit Skalaren aus K ist also einfach durch die
Einschrinkung der Multiplikation in L auf Werte A € K gegeben. Nach Satz I11.3.5
ist die multiplikative Gruppe L* zyklisch von der Ordnung ¢" ! — 1. Jedes Element
a € L* induziert nun eine bijektive lineare Abbildung o, des K-Vektorraums L
gemal
oy(x) =ax firallex € L

und daher nach Beispiel 5.3 auch eine Kollineation 8, von IT; dabei gilt 8, = id
nach Ubung 5.4 genau fiir ¢ € K*. Somit induziert die zyklische Untergruppe
G = {ag | a € L*} von GL(n + 1, q) eine zyklische Permutationsgruppe der
Ordnung v = (¢"*t!—1)/(g —1) auf den Punkten von IT, nimlich die Faktorgruppe
G/H(n + 1, q). Da v gerade die Anzahl aller 1-dimensionalen Unterrdume von
L (also die Michtigkeit der Punktemenge P von II) ist, folgt der erste Teil der
Behauptung. Der zweite Teil ergibt sich ganz analog unter Verwendung homogener
Koordinaten fiir die Hyperebenen. O

AbschlieBend noch eine Bemerkung zu den Beispielen 1.3 und 5.6: Hier sind
die Punkte als die Elemente der zyklischen Gruppe Z, der Ordnung v gegeben,
wobei v wieder die Anzahl der Punkte von IT bezeichnet. Hat man eine zyklische
Singergruppe G vorliegen, so kann man offenbar stets eine derartige Numerierung
der Punktemenge vornehmen, indem man ausgehend von einem ,,Basispunkt® p
die Bilder von p unter den Potenzen eines Erzeugers o von G durchlduft. Analog
kann man auch die Geraden (bzw. im allgemeinen Fall die Hyperebenen) als die
Bilder einer ,,Basisgeraden D erhalten, die man dann — durch Identifikation ihrer
Punkte mit den zugehorigen Elementen in Z,, — als eine Teilmenge von Z,, auffassen
kann; allgemeine Geraden bzw. Hyperebenen nehmen dann die Form

D+x={d+x|xeZy}

an, wobei x liber Z, lduft. Aufgrund des Satzes von Singer erlaubt nun jede endliche
projektive Geometrie PG(n, q) eine derartige Darstellung. Man nennt die Menge
D C Z, eine ,,Differenzmenge”, da die Differenzen, die man aus den Elementen
in D bilden kann, gleichméaBig tiber Z, verteilt sind. Wir werden uns mit diesem
Ansatz in Kapitel XI in allgemeinerer Form néher beschéftigen.

6 Bogen und MDS-Codes

Wie (hoffentlich) aus der Schule bekannt ist, schneidet in der euklidischen Ebene
eine Gerade einen Kegelschnitt in hochstens zwei Punkten. Wir wollen jetzt die
entsprechende Bedingung in endlichen projektiven Ebenen untersuchen:
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Definition 6.1. Seill = (P, §, €) eine endliche projektive Ebene. Eine Teilmenge
B C P wird ein Bogen genannt, wenn |B N G| < 2 fiir jede Gerade G gilt; fiir
|B| = k spricht man auch von einem k-Bogen. Ein k-Bogen B heilt vollstindig,
wenn er in keinem (k4 1)-Bogen enthalten ist. Man nennt eine Gerade eine Sekante,
Tangente oder Passante von B, je nachdem, ob sie B in zwei Punkten, in einem
Punkt oder iiberhaupt nicht schneidet.

Nach Definition enthilt jede projektive Ebene Vierecke, also 4-Bogen. Fiir die
Fano-Ebene aus Beispiel 1.3 gibt es offenbar keine grofleren Bogen. Im allgemeinen
miissen jedoch groBere Bogen existieren, was wir sogleich mit einem sehr einfachen
Zihlargument beweisen werden.

Satz 6.2. Sei B einvollstindiger k-Bogen in einer endlichen projektiven Ebene der
Ordnung n. Dann gilt k > /2n.

Beweis. Wiirde es einen Punkt geben, der auf keiner Sekanten von B liegt, so konnte
man ihn offenbar zu B hinzufiigen und auf diese Weise einen groferen Bogen
erhalten. Da B vollstindig ist, miissen also die (’;) Sekanten von B dien2+n+1—k
Punkte der Ebene auB3erhalb von B iiberdecken. Da jede Sekante n — 1 solche Punkte
abdeckt, erhalten wir die triviale Abschitzung k(k —1)(n — 1) > 2 +n+1—k),
woraus die Behauptung leicht folgt. O

Bevor wir konkrete Beispiele konstruieren, wollen wir zunédchst auch eine obere
Schranke beweisen; danach tiberlegen wir uns, was man im Fall der Gleichheit sagen
kann. Diese Ergebnisse stammen von Bose [1947] bzw. von Qvist [1952].

Satz 6.3. Sei B ein Bogen in einer endlichen projektiven Ebene der Ordnung n.
Dann gilt:

©.1) IB| < n+2 fiir n gerade
’ " |In+1 fiir n ungerade.

Beweis. Sei p ein beliebiger Punkt von B. Da jede Gerade durch p hiéchstens einen
weiteren Punkt ¢ € B enthalten kann und jeder solche Punkt ¢ mit p verbunden
sein muB, folgt unmittelbar | B| < n+2. Falls hierbei Gleichheit gilt, ist jede Gerade
durch p eine Sekante; es kann dann also keine Tangenten geben. Wir betrachten
nun die Geraden, die einen beliebigen Punkt » ¢ B mit den n + 2 Punkten von B
verbinden. Wie wir gesehen haben, sind diese Geraden sdmtlich Sekanten, was
offenbar nur dann geht, wenn n+2 gerade ist. Fiir ungerade n folgt somit | B| < n+1.

O
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Definition 6.4. Ein (n 4 1)-Bogen in einer endlichen projektiven Ebene der Ord-
nung #n heifit ein Oval und ein (n 4 2)-Bogen ein Hyperoval.

Satz 6.5. Sei B ein Oval in einer endlichen projektiven Ebene der Ordnung n, wo-
bei n gerade sei. Dann gehen sdmtliche Tangenten von B durch einen gemeinsamen
Punkt, den Nukleus von B, und man kann B zu einem Hyperoval H erweitern, in-
dem man den Nukleus zu B hinzufiigt. Weiterhin ist H das einzige B umfassende
Hyperoval.

Beweis. Jeder Punkt von B liegt offenbar auf genau einer Tangenten und n Sekanten,
ndmlich den Verbindungsgeraden zu den tibrigen n Punkten von B; es gibt also
insgesamt genau n + 1 Tangenten. Wir betrachten nun die Geraden, die einen
beliebigen Punkt 7 ¢ B mit den n + 1 Punkten von B verbinden; da n + 1 ungerade
ist, muf} hierbei mindestens eine Tangente auftreten.

Sei nun G eine Sekante von B. Da — wie wir eben gesehen haben — jeder
der n 4+ 1 Punkte von G auf mindestens einer Tangenten liegt und es nur n + 1
Tangenten gibt, muB jeder Punkt von G auf genau einer Tangenten liegen. Mit
anderen Worten: Keine zwei Tangenten konnen sich in einem Punkt schneiden, der
auf einer Sekanten liegt. Daraus folgt sofort, daf3 alle n + 1 Tangenten durch einen
gemeinsamen Schnittpunkt p gehen miissen; dann ist H = B U {p} immer noch
ein Bogen, also ein Hyperoval. Offensichtlich kann B auf keine andere Weise zu
einem Hyperoval erweitert werden, da jeder Punkt ¢ # p auferhalb von B auf
Sekanten von B liegt. O
Ubung 6.6. Man verbessere die Abschitzung aus Satz 6.2 zu (kgl) > n, indem
man die n Punkte auflerhalb von B auf einer Tangenten von B betrachtet.

Ubung 6.7 (Qvist). Sei B ein Oval in einer endlichen projektiven Ebene der Ord-
nung 1, wobei n ungerade sei. Man zeige, daf} ein Punkt» ¢ B entweder auf genau
zwei oder aber auf gar keiner Tangenten von B liegt.

Die Frage, ob eine beliebige projektive Ebene Ovale enthalten muB, ist unge-
klirt und schwierig. Leider fehlt auch ein aktueller Ubersichtsartikel iiber die Kon-
struktion von Bogen und Ovalen in beliebigen Ebenen; einiges zu diesem Thema
findet man beispielsweise bei Korchméaros [1991] sowie bei de Resmini, Ghinelli
und Jungnickel [2002]. Fiir die klassischen Ebenen kann man jedenfalls sehr leicht
konkrete Beispiele angeben:

Beispiel 6.8. Es sei B die Menge aller Punkte in [T = PG(2, ¢) mit homogenen
Koordinaten der Form (1, 7, t2)T oder (0,0, 1)T, also

(6.2) B={(,t,t)TK |t € K} U {0,0, )T K},
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wobei wir K = GF'(g) schreiben. Wir behaupten, da3 B ein Oval ist. Dazu geniigt
es nachzupriifen, daB je drei der in (6.2) angegebenen Koordinatenvektoren linear
unabhéngig sind. Aus der linearen Algebra wissen wir, daf je drei verschiedene
Vektoren des Typs (1,1, ¢%) linear unabhingig sind, da die Determinante einer
Matrix der Form

t 12
u M2
v U2

mit paarweise verschiedenen ¢, u, v nicht O sein kann. Es handelt sich hier namlich
um eine sogenannte Vandermonde-Matrix, fiir die dies bekanntlich gilt (was man
auch leicht direkt nachrechnen kann); siehe etwa Koecher [1992, pp.126—127].
SchlieBlich sind (0,0,1) und zwei verschiedene Vektoren der Form (1, #, #2) offenbar
ebenfalls linear unabhéngig.

Falls g gerade ist, kann man auch den Nukleus von B leicht explizit angeben,
niamlich als p = (0,1,0)T K. Da die Erweiterung von B zu einem Hyperoval
nach Satz 6.5 eindeutig bestimmt ist, geniigt es zu zeigen, dall der Vektor (0,1,0)
nicht von zwei der bisherigen Vektoren linear abhingig sein kann. Einerseits sind
nun (0,1,0), (0,0,1) und ein Vektor der Form (1, t, 12) stets linear unabhéngig; und
andererseits sind fiir gerades ¢ auch (0,1,0) und je zwei verschiedene Vektoren der
Form (1, t, t?) linear unabhiingig, da das Quadrieren dann eine Bijektion ist. Man
beachte, daB fiir ungerade g die Vektoren (0,1,0), (0, 7, #2) und (0, —t, (—1)?) linear
abhiéngig sind, womit B dann — wie es nach Satz 6.3 ja der Fall sein muf} — nicht
um den Punkt (0, 1, 0)” K erweitert werden kann.

Wir merken an, daf} die homogenen Koordinaten der Punkte von B die qua-
dratische Gleichung x12 = xgxy erfiillen, womit B also ein Kegelschnitt ist. Ein
beriihmtes Resultat von Segre [1955] besagt, daf} jedes Oval in PG(2, q), g ungera-
de, ein Kegelschnitt sein muf3; einen Beweis findet man etwa bei Hirschfeld [1998,
§8.2]. Fiir gerade ¢ werden Hyperovale, die aus einem Kegelschnitt durch Hin-
zufiigen seines Nukleus hervorgehen, regulir genannt; es gibt aber daneben auch
andere Beispiele. Die Klassifikation der Hyperovale ist eines der wesentlichen un-
gelosten Probleme der Galois-Geometrie; der interessierte Leser sei auf Hirschfeld
[1998] oder den Ubersichtsartikel von Cherowitzo [1996] verwiesen.

In den Beispielen 6.8 and 3.2 tauchen jeweils Kegelschnittgleichungen auf. Das
legt die Vermutung nahe, Ovale und Polarititen konnten etwas miteinander zu tun
haben. Wie die folgende Ubung zeigt, ist dies tatsichlich der Fall; einen Beweis
findet man beispielsweise bei Hughes und Piper [1982].

Ubung 6.9. Es sei 7 eine Polaritit einer endlichen projektiven Ebene der Ordnung
n, die genau n 4 1 absolute Punkte hat (vgl. Satz 3.4); derartige Polarititen heilen



IX.6 Bogen und MDS-Codes 193

orthogonal. Man zeige: Falls n ungerade ist, bilden die absoluten Punkte von I1
ein Oval, und anderenfalls eine Gerade.

Bemerkung 6.10. Die bisher erzielten Ergebnisse verdeutlichen, daf} die geome-
trischen Eigenschaften von PG(2, ¢) entscheidend davon abhingen, ob ¢ gerade
oder ungerade ist:

e Fiir gerade ¢ sind Ovale nicht die groBtmoglichen Bogen, sondern stets zu
Hyperovalen erweiterbar.

* Fiir gerade ¢ bilden die absoluten Punkte einer orthogonalen Polaritit kein
Oval, sondern eine Gerade.

Da Ovale und Polaritidten aber beide — wie erwihnt — mit Kegelschnitten zusam-
menhingen, mag der Leser an dieser Stelle etwas verwirrt sein. Die Diskrepanz ist
aber nur scheinbar: Der in Beispiel 6.8 eingefiihrte Kegelschnitt B besteht ndmlich
genau dann aus den absoluten Punkten einer orthogonalen Polaritit, wenn g unge-
rade ist. In diesem Fall kann man die Gleichung x12 = xpx7 in der Tat in der Form
xT Ax = 0 schreiben, wobei A die invertierbare symmetrische Matrix

o o L

2

A=o0 -1 0
1

I o o

ist; fiir gerade g geht das dagegen nicht, da dann ja 2 kein Inverses hat. Wir erwihnen
noch, daB es in PG(2, ¢) im wesentlichen nur einen Kegelschnitt gibt: Je zwei Ke-
gelschnitte konnen durch ein Element der projektiven linearen Gruppe PGL(2, q)
ineinander transformiert werden. Einen Beweis hierfiir findet man beispielsweise
bei Lenz [1965] oder bei Hughes und Piper [1982].

Wir wollen jetzt den Begriff des Bogens in einer projektiven Ebene auf projekti-
ve Rdume verallgemeinern; dies ist insbesondere wegen einer recht iiberraschenden
Verbindung zur Codierungstheorie von grof3em Interesse. Um die dort iiblichen Pa-
rameter zu erhalten, werden wir jetzt n und k in einem anderen Sinne als bisher
verwenden.

Definition 6.11. Ein n-Bogen in einer projektiven Geometrie PG(k, g) ist eine
Menge B von n Punkten, von denen keine k 4 1 in einer Hyperebene liegen. Man
sagt dann auch, daf die Punkte von B in allgemeiner Lage sind.

Beispiel 6.12. Es sei B die Menge aller Punkte in [T = PG(k, ¢) mit homogenen
Koordinaten der Form (1, 7, 2., tk)T bzw. (0,0, ,...,0,1)T. Man sieht dann
ganz analog zum Vorgehen in Beispiel 6.8, dal B ein (¢ + 1)-Bogen ist. B heif3t
eine rationale Normkurve; mehr zu diesem Thema findet man bei Hirschfeld und
Thas [1991, §27.5].
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Ubung 6.13. Man fiihre den Nachweis dafiir, da die Menge B aus Beispiel 6.12
ein Bogen ist, in Einzelheiten durch. Ferner zeige man, daf} je £ 4+ 2 Punkte von
PG(k, q) (g = k + 1) in allgemeiner Lage auf einem (¢ + 1)-Bogen B liegen.

Hinweis: Man kann einen solchen Bogen als Bild der rationalen Normkurve B aus
Beispiel 6.12 unter einer geeigneten Kollineation erhalten.

Wir kénnen nun den Zusammenhang zwischen Bogen und linearen MDS-Codes
erkldren, der implizit in der Arbeit von Bose [1961] enthalten ist (wo allgemeiner der
Zusammenhang zwischen linearen Codes und projektiven Geometrien untersucht
wird), aber explizit wohl erstmals im Buch von MacWilliams und Sloane [1977]
formuliert wurde.

Satz 6.14. Die Existenz eines linearen [n, k,n —k + 1, qg]-MDS-Codes ist dquiva-
lent zur Existenz eines n-Bogens in PG(k — 1, q).

Beweis. Sei zunichst ein n-Bogen B = {p1,..., py} in PG(k — 1, q) gegeben;
ferner sei v; ein Koordinatenvektor fiir den Punkt p; (firi =1, ..., n). Sei nun H
die (k x n)-Matrix mit Spalten vy, ..., v,. Da keine k der n Punkte von B in einer
Hyperebene liegen, sind je k Spalten von H linear unabhingig. Nach Satz VII1.4.4
ist H die Kontrollmatrix eines linearen [n, n —k, d, g]-Codes C mitd > k+ 1, und
wegen der Singleton-Schranke (I11.4.2) muf3 dabei sogard = k+ 1 gelten. C istalso
ein MDS-Code der Dimension n — k; nach Satz IIL.4.8 ist C+ dann der gewiinschte
MDS-Code. Diese Konstruktion 146t sich umkehren, womit die Behauptung folgt.

O

Zusammen mit Beispiel 6.12 liefert Satz 6.14 die Existenz zahlreicher MDS-
Codes und verstirkt dabei sogar das Ergebnis aus Satz VIII.6.9 etwas:

Korollar 6.15. Fiir jede Primzahlpotenz q und jede natiirliche Zahl k mit
2 <k <q —1gibt es einen linearen [q + 1, k, g + 2 — k, q]-MDS-Code. O

Wir wollen abschlieBend noch einige Bemerkungen zum Existenzproblem fiir
MDS-Codes machen, das als eines der fundamentalen offenen Probleme der Codie-
rungstheorie gilt. Mit m(k, q) sei — fiir gegebenes k und ¢ — der Maximalwert von n
bezeichnet, fiir den ein [n, k, n — k + 1, g]-MDS-Code existiert; nach Satz 6.14 ist
m(k, g) auch die maximale Méchtigkeit eines Bogens in PG(k — 1, g). Die Werte
m (3, g) sind somit nach Satz 6.3 und Beispiel 6.8 vollstindig bekannt. Fiir k # 3
liefert die Griesmer-Schranke I11.4.9 zusammen mit Korollar 6.15 die folgende
nichttriviale, wenn auch im allgemeinen nicht sonderlich gute Abschitzung:
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Proposition 6.16. Fiir2 <k < g — 1 gilt:
(6.3) q+1=mk,q)<q+k—1

Beweis. Sei C ein [n, k,n — k + 1, g]-Code. Aus (I11.4.3) erhidlt man
n—k+1
n>Nk,d,g)>n—k+1)+|——|+K*k-=2).
q

Firn —k + 1 > g ergibt sich hieraus aber der Widerspruch n > n 4 1, weswegen
n—k+1 < g gelten muB. O

Korollar 6.17. Fiirq >3 giltm(2,q) =q + 1. O

Ubung 6.18. Man zeige, daB3 ein [n,k,n — k 4+ 1, g]-MDS-Code mitk <n — 2
nur fiir ¢ > k + 1 existieren kann.

Es wird vermutet, daf stets

g+1 fir2<k<gqg

MED =V furg <k

gilt, mit Ausnahme von m (3, 2") = m(2" — 1, 2") = 2" 4+ 2 (,main conjecture®).
Wir haben gesehen, daf} diese Vermutung fiir k = 2 und 3 stimmt. Sie ist auch
fiir k = 4 und 5 sowie fiir ¢ < 11 korrekt. Sie ist ferner fiir alle Paare (k, ¢) mit
g > (4k — 9)? erfiillt; entsprechende Literaturhinweise stehen bei MacWilliams
und Sloane [1977]. Zahlreiche Ergebnisse findet man — in der Sprache der Bogen
in projektiven Rdumen — bei Hirschfeld und Thas [1992, Chapter 27]. Wesentliche
Fortschritte wurden von Bruen, Thas und Blokhuis [1988] erzielt, wo erstmals
die Methoden der algebraischen Geometrie iiber endlichen Korpern ausgenutzt
wurden; darauf aufbauende Verbesserungen stammen von Blokhuis, Bruen und
Thas [1990] sowie von Storme und Thas [1993]. Dem interessierten Leser sei auch
der Ubersichtsartikel von Thas [1992] empfohlen.

Eine Auflistung der bekannten Resultate iiber Bogen findet man (mit ent-
sprechenden Literaturhinweisen) in den Artikeln von Hirschfeld und Storme
[1998,2001].

7 Unterebenen und Blockademengen

Die einfachsten Objekte innerhalb einer projektiven Ebene sind Unterebenen, die
man in naheliegender Weise erklért:
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Definition 7.1. Sei I1 = (P, §, €) eine endliche projektive Ebene. Fiir eine Teil-
menge U C P setzen wir

GIU=(GNU|Ge§ |GNU|=2)

und nennen I1p = (U, 4|U, €) (oder — etwas schlampig, aber bequem — auch die
Teilmenge U selbst) eine Unterebene von I, falls 1y ebenfalls eine projektive
Ebene ist.

Das folgende Resultat von Baer [1946b] und Bruck [1955] zeigt, dal Unter-
ebenen keine allzu grole Ordnung haben koénnen:

Satz 7.2. Sei I1p = (U, $|U, €) eine echte Unterebene der Ordnung m in einer
projektiven Ebene T1 = (P, 4, €) der Ordnung n. Dann hat man

(7.1) n=m? oder n > m? +m.

Ferner gilt n = m? genau dann, wenn jeder Punkt in P \ U auf einer eindeutig
bestimmten Geraden von Tl liegt (und dual dazu jede Gerade in ¢ \ ($|U) einen
eindeutig bestimmten Punkt von Ty enthdlt).

Beweis. Jede Gerade G von I enthdlt (n+1) — (m +1) = n —m Punkte in P\ U,
und je zwei Geraden von I1y schneiden sich in einem Punkt in U. Somit gibt es
(m? 4+ m 4 1)(n — m) Punkte in P \ U, die jeweils auf genau einer Geraden von
ITp liegen. Also gilt

W4n+1>m*+m+Dm—m)+m>+m+1),

woraus (n —m?)(n —m) > 0 folgt, also n > m?. In dieser Abschiitzung gilt genau
dann Gleichheit, wenn jeder Punkt in P \ U auf einer (notwendigerweise eindeutig
bestimmten) Geraden von ITj liegt. Im Fall n # m? existiert also ein Punkt p, der
auf keiner Geraden von I liegt, womit dann jede Gerade durch p hochstens einen
Punkt in U enthalten kann. Da jeder Punkt in U auf einer dieser Geraden liegt, folgt
sofort n + 1 > m? + m + 1, also die Behauptung. O
Im Falle n = m? nennt man Iy eine Baer-Unterebene von IT und im Fall
n = m? + m eine Bruck-Unterebene. Natiirlich kennt man keinerlei Beispiele fiir
den zweiten Fall, da ja bislang nur Ebenen von Primzahlpotenzordnung bekannt
sind. Beispiele von Baer-Unterebenen sind dagegen leicht zu konstruieren, wie das
folgende allgemeinere Beispiel lehrt.
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Beispiel 7.3. Sei g eine Primzahlpotenz und n > 2 eine natiirliche Zahl. Dann
enthilt die klassische Ebene I1 = PG(2, ¢") eine zu PG(2, g) isomorphe Untere-
bene I, fiir n = 2 also eine Baer-Unterebene. Das siecht man ganz leicht, indem
man fiir U die Menge aller derjenigen Punkte wihlt, die in homogenen Koordi-
naten durch einen Vektor x dargestellt werden konnen, dessen drei Koordinaten
samtlich im Teilkorper GF (g) von GF(¢g™) liegen; die Geraden von Il sind dabei
ganz analog diejenigen Geraden, die einen homogenen Koordinatenvektor [u] aus
GF(g)? haben.

Jede klassische projektive Ebene quadratischer Ordnung enthilt also eine Baer-
Unterebene. Wir verwenden jetzt den Satz von Singer, um eine wesentlich stirkere
Aussage zu zeigen, die von Rao [1969] stammt; der Leser mag sich eine Verallge-
meinerung auf andere Ordnungen tiberlegen.

Satz 7.4. Fiir jede Primzahlpotenz q kann man die klassische projektive Ebene
1 = PG(2,q?) derart in q> — q + 1 paarweise disjunkte Baer-Unterebenen
zerlegen, daf3 diese Zerlegung unter einer zyklischen Singergruppe von Il invariant
ist.

Beweis. Wir betrachten nochmals den Beweis von Satz 5.7. Dort wurde die Sin-
gergruppe S = G/H (3, ¢%) von PG(2, ¢*) mittels der linearen Abbildungen o,
mit a € L* (fir L = GF(¢%)) konstruiert. Da GF(¢>) nach Satz I11.3.7 ein Un-
terkorper F von L ist, liefern die o, mit a € F* entsprechend eine Singergruppe
T = {a, | a € F*}/H(3, gq) fiir die durch F beschriecbene Baer-Unterebene
[Tp = PG(2, q) von II, vergleiche Beispiel 7.3. Offenbar kann man 7T mittels der
Identifikation
wH@B,q) = agHG, g%

als die Untergruppe der Ordnung ¢ +¢ -+ 1 in der zyklischen Gruppe S der Ordnung
g* + ¢* + 1 auffassen. Man erhilt nun die gewiinschte Zerlegung von IT durch die
Bilder der Baer-Unterebene I unter S; dies ergibt (¢* +¢%> 4+ 1)/(¢g> + ¢+ 1) =
g* — g + 1 Unterebenen. O

Wie wir gesehen haben, zeichnen sich Baer-Unterebenen unter allen Unter-
ebenen dadurch aus, da} jede Gerade der umfassenden Ebene einen Punkt der
Unterebene enthilt, aber keine dieser Geraden génzlich in der Unterebene liegt.
Punktemengen mit dieser Eigenschaft haben ganz allgemein grofles Interesse ge-
funden:

Definition 7.5. Seill = (P, §, €) eine endliche projektive Ebene. Eine Teilmenge
B C P heilit eine Blockademenge (englisch: blocking set), wenn sie jede Gerade
trifft, aber keine Gerade enthélt. Man nennt B minimal, wenn B\ p fiir keinen Punkt
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p € B eine Blockademenge ist; eine minimale Blockademenge wird manchmal
auch als Kommittee bezeichnet, so etwa bei Hirschfeld [1998].

Blockademengen wurden urspriinglich im Rahmen der Spieltheorie eingefiihrt,
siehe Richardson [1956], und werden — auch in anderen geometrischen und kom-
binatorischen Strukturen, etwa in projektiven Raumen — intensiv untersucht. Ein
guter Ubersichtsartikel iiber Blockademengen in klassischen Ebenen stammt von
Blokhuis [1996]. Vor theoretischen Resultaten zunichst einige Beispiele:

[71 P2

C

Beispiel 7.6. Die folgenden Punktmengen bilden minimale Blockademengen B in
einer Ebene der Ordnung ¢, insbesondere in PG(2, g):

(1) eine um einen Punkt p verminderte Gerade G, zusammen mit je einem Punkt
# p auf jeder der ¢ Geraden H # G durch p, wobei diese ¢ Punkte nicht
samtlich kollinear sein diirfen: |B| = 2g¢;

2) (CUGU{p}H)\{p1, p2}, wobei C ein Oval sei (siche Beispiel 6.8), G eine
Sekante von C, {p1, p2} = G N C und p der Schnittpunkt der Tangenten an
C durch die Punkte pj bzw. ps: |B| =2q — 1;

(3) Baer-Unterebenen (falls ¢ ein Quadrat ist): |B| = g + /g + 1.

Wir beweisen nun die folgende untere Schranke fiir die Méchtigkeit einer
Blockademenge, die auf Bruen [1971] zuriickgeht, mit dessen Arbeit die syste-
matische Untersuchung von Blockademengen begonnen hat.

Satz 7.7. Sei B eine Blockademenge in einer endlichen projektiven Ebene
IT=(P,%,€) der Ordnung n. Dann hat man

(7.2) |B| >n++/n+1

mit Gleichheit genau dann, wenn B eine Baer-Unterebene von 11 bildet.
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Beweis. Wir setzen x = |B| sowie xg = |B N G| fiir G € §. Da jeder Punkt von B
auf genau n + 1 Geraden liegt und durch je zwei Punkte genau eine Gerade geht,
erhalten wir sofort die beiden Gleichungen

D xg=x(n+1)
Geg
Z xgxg — D =x(x —1).

Ge§

Weiterhin gilt stets 1 < xg < x — n, da B eine Blockademenge ist und somit jede
der n Geraden # G durch einen Punkt p € G \ B jeweils mindestens einen Punkt
von B enthalten muf. Damit erhalten wir die Giiltigkeit der folgenden Abschétzung:

0< ) (x—n—xc)xg— D= —mlx(n+1)— @ +n+ D] —xx -1,
Geg

also
X2 =2x(n+ D)+ @n*+n+1)>0.

Da das Polynom x? — 2x(n + 1) + (n? + n + 1) die Nullstellen n + /n + 1 hat,
folgt hieraus unmittelbar die Behauptung. O

Es liegt nun nahe, allgemein nach den Blockademengen minimaler Méchtigkeit
in PG(2, g) zu fragen. Falls g ein Quadrat ist, sind dies aufgrund der eben erzielten
Resultate genau die Baer-Unterebenen; im allgemeinen ist dieses Problem jedoch
ungelost. Fiir Primzahlen g gilt |B| > 3(q + 1)/2; diese bereits von di Paola [1969]
geduBerte Vermutung wurde schlieBlich von Blokhuis [1994] bewiesen. Wie das
folgende Beispiel zeigt, ist diese Schranke scharf:

Beispiel 7.8. Es sei g eine ungerade Primzahlpotenz. Wir betrachten das durch
die Koordinatenvektoren (1,0, O)T, O, 1, O)T und (0, O, l)T gegebene Dreieck
{p1, P2, p3} in PG(2, q). Die von den drei Ecken verschiedenen Punkte auf den
Seiten des Dreiecks haben dann Koordinatenvektoren der Form (0, 1, a)” mita #0
(Punkte auf pyp3), (1,0, 5)T mit b # 0 (Punkte auf p; p3) bzw. (—c, 1, 0)7 mit
¢ # 0 (Punkte auf pj p;). Dabei liefern drei derartige Vektoren genau dann kolli-
neare Punkte, wenn sie linear abhiingig sind, wenn also a = bc gilt. Wir wihlen nun
B als die Menge aller derjenigen Punkte des Dreiecks, die wir erhalten, wenna, b, ¢
die Quadrate in GF (g)* durchlaufen, zuziiglich der drei Ecken; dann gilt in der Tat
|B| = 3(q + 1)/2, siche Ubung II1.3.10. Eine beliebige Gerade G enthélt entweder
eine der Ecken des Dreiecks oder schneidet die drei Seiten des Dreiecks in drei
Punkten mit Koordinatenvektoren der eben angegeben Form, fiir die a = bc gilt;
da das Produkt zweier Nichtquadrate in GF (¢) nach Ubung I11.3.10 ein Quadrat
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ist, schneidet G die Menge B auch in diesem Fall in in mindestens einem Punkt.
Somit ist B in der Tat eine Blockademenge.

Die in Beispiel 7.8 konstruierten Blockademengen heilen projektive Dreiecke.
Nach Ghinelli und Jungnickel [2003b] kann man die projektiven Dreiecke auch wie
folgt synthetisch beschreiben: Man wihle einen Kegelschnitt C und drei Punkte
0, p,q in C; dann bilden diese drei Punkte zusammen mit allen Schnittpunkten
von Tangenten von C mit einer der drei Seiten des Dreiecks opg ein projektives
Dreieck.

Es ist bislang nicht gelungen, alle Blockademengen der (minimalen) Michtig-
keit3(¢ +1)/2 in PG(2, q), g Primzahl, zu bestimmen. Das einzige weitere exakte
Resultat betrifft den Fall ¢ = p>, p Primzahl: Hier ist die minimale Michtigkeit
einer Blockademenge durch p3 + p? + 1 gegeben, siche Blokhuis [1996]. Zahlrei-
che weitere Resultate sind in den Artikeln von Hirschfeld und Storme [1998,2001]
aufgelistet. Mehr iiber Blockademengen findet man auch bei Hirschfeld [1998].

8 Anwendungen in der Kryptographie

In diesem Abschnitt diskutieren wir zwei Anwendungen projektiver Ebenen in der
Kryptographie. Zunichst wollen wir noch einmal kurz auf die in § III.7 behandelten
Authentikationscodes eingehen. Wie wir in Satz I11.7.4 gesehen haben, sind perfekte
Authentikationscodes mit n? Schliisseln und » Datensitzen zu orthogonalen Arrays
OA(r, n) dquivalent, weswegen man mit einem perfekten Authentikationscode mit
n? Schliisseln und n Authentikatoren maximal » = n + 1 Datensiitze authentifi-
zieren kann. Aufgrund der Sétze 2.1 und I11.2.8 wird diese Schranke genau dann
angenommen, wenn es eine projektive Ebene IT der Ordnung n gibt, insbesondere
also fiir Primzahlpotenzen n.

Wir verwenden jetzt projektive Ebenen fiir eine direkte geometrische Realisie-
rung von perfekten Authentikationssystemen (ohne den Umweg iiber orthogonale
Arrays); allerdings werden wir dabei eine etwas modifizierte Form erhalten, bei der
die Nachrichten nicht Paare (s, a) aus Datensatz s und Authentikator a sind, sondern
selbstindige Objekte, aus denen man aber sofort den Datensatz berechnen kann.
Auch wiire es kein Problem, die zuvor verwendete Form als Authentikationscode
herzustellen.

Satz 8.1. Es sei Il = (P, , €) eine projektive Ebene der Ordnung n. Wir wdhlen
eine Gerade G und definieren ein Authentikationssystem (8, K, M) wie folgt:
* Die Datensdtze in 8 sind die Punkte von Gy.

* Die Schliissel in K sind die Punkte in P \ Gy.
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e Die Nachricht zu einem Datensatz q € G und einem Schliissel p € P \ Gy
ist die Gerade H = pq.

Dann ist (8, X, M) ein perfektes Authentikationssystem mit | K| = n®.

Beweis. Man beachte zunichst, daf} aus jeder Nachricht H der zugehorige Datensatz
g trivial als H N G berechenbar ist.> Wir betrachten zuerst einen Impersonations-
angriff, wo also der Angreifer keine giiltige Nachricht kennt. Zu jedem Datensatz
q € Gy existieren genau n mogliche Nachrichten, ndmlich die n Geraden H # Go
durch ¢; jede dieser Nachrichten gehort zu n Schliisseln, ndmlich den Punkten
p € H\ {gq}. Also ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine giiltige Nachricht zu dem
gewiinschten Datensatz g zu wihlen, n/n* = 1/n, da die Schliissel — wie iiblich —
als gleich wahrscheinlich vorausgesetzt sind.

Nun zu einer Substitutionsattacke, bei der der Angreifer also eine giiltige Nach-
richt H und damit den Datensatz ¢ = H N Go kennt; die denkbaren Schliissel sind
jetzt die Punkte p € H \ {gq}. Fiir jeden Datensatz ¢’ # ¢ und jeden der n mogli-
chen Schliissel p gibt es dann genau eine zugehorige Nachricht, ndmlich die Gerade
H' = pq’; bei gegebenem ¢’ # g durchlduft H' aber alle n von G verschiede-
nen Geraden durch ¢, womit die Wahrscheinlichkeit eines erfolgreichen Betruges
wiederum nur 1 /7 ist. O

Unsere zweite Anwendung betrifft sogenannte Zugangsschemata (Englisch:
»secret sharing schemes®). Ganz allgemein geht es dabei darum, ein Geheimnis
(etwa den Zugangscode fiir den Tresorraum einer Bank oder den fiir das Atomwaf-
fenarsenal eines Staates) in Teilgeheimnisse (,,shares®) zu zerlegen, so daf} keiner
der beteiligten Geheimnistréger fiir sich alleine das gesamte Geheimnis kennt, aber
spezifizierte Koalitionen von Personen das Geheimnis aus ihren Teilgeheimnis-
sen rekonstruieren konnen. Die einfachsten Beispiele von Zugangsschemata erhilt
man, wenn man verlangt, daf} je ¢ der beteiligten Personen (aber nicht weniger) das
Geheimnis rekonstruieren konnen; man spricht dann von einem t-Schwellenschema
(,,threshold scheme™). Wir verzichten auf eine formale Definition und geben statt-
dessen sogleich eine geometrische Konstruktion fiir derartige Systeme an:

Satz 8.2. Es sei G eine Gerade in I1 = PG(t, q), deren g + 1 Punkte die mogli-
chen Geheimnisse sind. Ferner sei fiir jeden Punkt p € G eine Hyperebene H),
gegeben, die G nicht enthdilt und in p schneidet, sowie ein p enthaltender (q + 1)-
Bogen C,, in H, = PG(t — 1, q), siehe Beispiel 6.12, dessen Punkte # p dann
die zu p gehorenden Teilgeheimnisse sind. Dies definiert ein t-Schwellenschema,

3 Wenn man formal einen Authentikationscode wie in § I11.7 verwenden mdchte, kann man fiir jeden
Schliissel p € P\ G eine Bijektion o), der n + 1 moglichen Nachrichten, also der  + 1 Geraden durch
p, auf eine (n + 1)-Menge + wihlen und statt einer Nachricht H = pq das Paar (¢, o (H)) senden.
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bei dem auch die Kenntnis von t — 1 Teilgeheimnissen es lediglich gestattet, mit
Wahrscheinlichkeit 1/(q + 1) das korrekte Geheimnis zu wdhlen.

Beweis. Da C), ein Bogen in H), ist, erzeugen je ¢ Punkte von C, diese Hyper-
ebene. Gibt man also ¢ der Teilgeheimnisse vor (iiber die Koordinatenvektoren der
entsprechenden Punkte von C),), so kann man aus ihnen zunéchst H), und dann das
Geheimnis p als den Schnittpunkt von H), mit der Geraden G berechnen.

Sind dagegen nur ¢ — 1 Punkte von C, bekannt, so erzeugen die Koordina-
tenvektoren dieser Punkte lediglich einen (# — 1)-dimensionalen Unterraum U des
t-dimensionalen Vektorraums H,. Dieser Unterraum U kann nun p nicht enthalten,
da ja p auf dem Bogen C, liegt und je ¢t Punkte eines Bogens linear unabhiéngige
Koordinatenvektoren haben. Ein Angreifer kennt also lediglich U und G, wobei U
keinen Punkt von G enthilt. Wir zeigen nun, daf} dann alle Punkte x € G als mogli-
ches Geheimnis gleich wahrscheinlich sind: x und U erzeugen einen Unterraum
W, der Dimension ¢, in dem also

@'+ tg+ D= (@ P +g+ D —1=4"" -1

potentielle weitere Teilgeheimnisse liegen, ndmlich die von x verschiedenen, nicht
in U enthaltenen Punkte von Wy ; man beachte nun, da3 durch je r + 1 Punkte
von W, in allgemeiner Lage ein (g + 1)-Bogen geht, siche Ubung 6.13, weswegen
tatsdchlich jeder der genannten Punkte als weiteres Teilgeheimnis in Frage kommt.
Da somit die Anzahl der potentiellen weiteren Teilgeheimnisse fiir jeden der g + 1
moglichen Unterrdume W, gleich ist, hat der Angreifer keine bessere Moglichkeit,
als einen dieser Unterrdume (bzw. ein weiteres Teilgeheimnis) zu erraten. O

Das Schwellenschema aus Satz 8.2 ist perfekt: Es existiert (bei gleicher Wahr-
scheinlichkeit aller Geheimnisse) kein besseres Angriffsverfahren, als das Geheim-
nis zu erraten. Dies war es natiirlich, was wir mit der Forderung gemeint haben, daf3
weniger als ¢ der Geheimnistriger das Geheimnis nicht bestimmen kénnen — Erraten
ist natiirlich immer eine mogliche Strategie! Es kann daher prinzipiell kein vollig
sicheres System geben; trotzdem kann man mit Systemen wie dem aus Satz 8.2
auf einfache, leicht implementierbare Weise jedes beliebige Sicherheitsniveau er-
reichen, indem man ¢ hinreichend grof wihlt. Dabei handelt es sich um eine ma-
thematisch bewiesene Sicherheit, im Gegensatz zu den meisten kryptographischen
Verfahren, die lediglich als ,,computanionally secure* gelten (also mit derzeitigen
Rechenressourcen erfahrungsgemifB nicht gebrochen werden konnen); so ist bei-
spielsweise die Sicherheit des bekannten RSA-Systems nicht bewiesen, sondern
beruht nur auf heuristischen Argumenten.

Fiir manche Anwendungen sind Systeme mit verschiedenen Hierarchiestufen
niitzlich; so konnten beispielsweise wahlweise zwei Bankdirektoren oder drei Pro-
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kuristen gemeinsam aktiv werden. Wir erwihnen hierzu die folgende interessan-
te Verallgemeinerung der Schwellenschemata: Ein (s, )-Multilevel-Schema (mit
s < t) hat zwei Mengen von Geheimnistrigern, etwa S und 7'; dabei sollen wahl-
weise

* je s Personen aus S
* je t Personen aus T
* jet—k Personen aus T zusammen mit k Personen aus S (firk = 1,...,5—1)

gemeinsam das Geheimnis rekonstruieren konnen, wihrend dies fiir andere als
diese legalen Benutzerkonstellationen nicht méglich sein soll. Die Personen in S
stehen also in der Hierarchie hoher: Bei ihnen wird eine geringere Anzahl zur
Geheimnisrekonstruktion verlangt, und sie konnen Personen aus 7 ersetzen. Wir
geben hier lediglich ein Beispiel fiir den Fall s = 2, r = 3 an, das wieder im oben
diskutierten Sinne perfekt ist.

Satz 8.3. Essei G eine GeradeinI1 = PG(3, q), deren g+ 1 Punkte die moglichen
Geheimnisse sind. Ist ein solches Geheimnis p € G gewdhlt, so seien

* H eine Gerade, die G in p schneidet;

» E eine Ebene, die H — aber nicht p — enthdlt und somit ebenfalls G in p
schneidet;

* C ecin Kegelschnitt in E = PG(2, q), der p enthdlt und fiir den H eine
Tangente in p ist, siche Beispiel 6.8;

e Hg C H\ {p}und Cr C C\ {p} zwei Punktmengen, fiir die keine Gerade
durch zwei Punkte in Ct die Gerade H in einem Punkt von Hg trifft; diese
Punkte bilden die den Teilnehmernin S bzw. T zugeordneten Teilgeheimnisse.

Dies definiert ein (2, 3)-Multilevel-Schema, bei dem unbefugte Teilnehmerkoali-
tionen lediglich mit Wahrscheinlichkeit 1/(q + 1) das korrekte Geheimnis wéhlen
konnen.

Beweis. Zwei Teilnehmer aus S kennen zwei Punkte von H, konnen also H und
dann das Geheimnis p = G N H bestimmen. Analog kennen drei Personen in
T drei Punkte von C; da diese nicht kollinear sind, konnen sie die Ebene E und
damit wieder das Geheimnis p = G N E bestimmen. Dasselbe Argument trifft fiir
eine Person aus S und zwei Teilnehmer aus 7" zu, da die diesen beiden Teilnehmern
zugeordneten Punkte von C nach Voraussetzung eine Gerade bestimmen, die keinen
Punkt enthilt, der einer Person in S zugeordnet ist.

Publik ist nur die Gerade G der moglichen Geheimnisse. Eine Person aus §
fiir sich kennt nun lediglich einen Punkt auflerhalb von G; jeder der ¢ 4+ 1 Punkte
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von G ist damit als Geheimnis moglich. Zwei Teilnehmer aus 7 kénnen nur eine
Gerade L C E bestimmen, die G nach Voraussetzung nicht schneidet, haben also
ebenfalls keine Information dariiber, welcher der Punkte von G gewéhlt wurde, da
ja jeder Punkt von G zusammen mit L eine eindeutig bestimmte Ebene definiert.
Dieselbe Argumentation trifft fiir je einen Teilnehmer aus S und 7 zu. a

Wir erwéhnen, daf} es eine offene Frage ist, wie grol man die in Satz 8.3
beschriebenen Teilmengen Hg und C7 wihlen kann. In der Praxis ist das natiirlich
kein Problem, da ja g sehr grof ist: Hat man k Punkte auf C beliebig gewihlt, so
schlieft dies trivialerweise maximal (’5) Punkte auf H aus; dieser Fall tritt genau
dann auf, wenn keine zwei der zugehorigen Verbindungsgeraden sich in einem
Punkt von H schneiden.

Ubung 8.4. Man verwende rationale Normkurven, um dhnlich wie in Satz 8.3 ein
(2, t)-Multilevel-Schema zu konstruieren.

Mehr iiber Zugangsschemata findet man bei Stinson [2001]; sehr gute Artikel
zu diesem Thema stammen von Simmons [1990,1992b] sowie Stinson [1992b].

9 Affine Geometrien

Zum Abschluf} dieses Kapitels gehen wir kurz auf die dem Leser vielleicht vertrau-
tere affine Geometrie ein. Zunichst wieder zum ebenen Fall:

Definition 9.1. Sei I1 = (P, §, I) eine endliche Inzidenzstruktur, wobei wir statt
von Blocken wieder von Geraden sprechen wollen. IT heifit eine endliche affine
Ebene, wenn folgendes gilt:

(a) Durch je zwei verschiedene Punkte p, g geht genau eine Gerade G, die wir
mit G = pq bezeichnen.

(b) Zu einem Punkt p und zu einer Geraden G, die nicht durch p geht, gibt es
genau eine Gerade H durch p, die G nicht schneidet; H wird die Parallele
zu G durch p genannt.

(c) Es gibt ein Dreieck, also drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

Man schreibt G || H, wenn G = H gilt oder G und H sich nicht schneiden.

Beispiel 9.2. Sei GF(q) der Korper mit ¢ Elementen und P die Menge aller Vek-
toren des zweidimensionalen Vektorraums V = GF(g)? sowie § die Menge aller
Nebenklassen U +x von 1-dimensionalen Unterrdumen von V. Man sieht leicht, daf3
IT = (P, §, €) die Axiome einer endlichen affinen Ebene erfiillt; dabei sind zwei
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Geraden genau dann parallel, wenn sie zu demselben 1-dimensionalen Unterraum
von V gehoren. Diese Ebene wird mit AG(2, g¢) bezeichnet und die desarguessche
(oder auch die klassische) affine Ebene der Ordnung g genannt.

Wie schon im projektiven Fall werden wir Geraden meist als Punktmengen
auffassen, also 0.B.d.A. die Inzidenzrelation I/ durch € ersetzen. Wir zeigen nun,
dafB} affine und projektive Ebenen im wesentlichen dquivalent sind:

Satz 9.3. Sei Il = (P, §, €) eine endliche projektive Ebene und G, eine Gerade
von I1. Dann ist

Y=(P\Gux, $\{Gx}, €)

eine affine Ebene; dabei sind zwei Geraden in ¥ genau dann parallel, wenn ihr
Schnittpunkt in T1 auf G« liegt. Jede affine Ebene kann auf diese Weise aus einer
projektiven Ebene erhalten werden.

Beweis. Da in Il je zwei Punkte eine eindeutige Verbindungsgerade besitzen und
wir die sogenannte unendliche Gerade G », ganz aus I1 entfernt haben, vererbt sich
diese Eigenschaft auf X. Sei nun G eine Gerade von X und ¢ ihr Schnittpunkt in I1
mit G . Fiir jeden Punkt p ¢ G von ¥ wird dann die Verbindungsgerade H = pg
in IT zu der gesuchten Parallelen von G durch p in . Schlielich folgt die Existenz
eines Dreiecks in ¥ zusammen mit Lemma 1.4 aus der eines Vierecks in I1.

Sei nun umgekehrt eine affine Ebene ¥ gegeben. Wit fiihren fiir jede Parallelen-
klasse 4 von Geraden von X einen neuen ,,unendlichen” Punkt ein und fiigen ihn
zu jeder Geraden in 4 hinzu; danach fassen wir alle diese unendlichen Punkte zu
einer neuen ,,unendlichen Geraden G, zusammen. Wir iiberlassen es dem Leser
nachzuweisen, dafl wir damit eine projektive Ebene IT definiert haben, aus der man
dann offenbar ¥ durch Weglassen der Geraden G, und ihrer Punkte — also die in
der Behauptung beschriebene Konstruktion — erhalten kann. O

Die Vervollstindigung einer affinen Ebene zu einer projektiven Ebene gemif
Satz 9.3 ist offenbar bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Dagegen konnen aus
derselben projektiven Ebene bei unterschiedlicher Wahl der Geraden G «, durchaus
nicht-isomorphe affine Ebenen entstehen.

Aus den Sitzen 9.3 und 1.6 ergibt sich sofort das folgende

Korollar 94. Sei ¥ = (P, %, 1) eine endliche affine Ebene. Dann gibt es eine
natiirliche Zahl n, die Ordnung von %, so daf folgendes gilt:

(1) Auf jeder Geraden G € G liegen genau n Punkte.
(2) Durch jeden Punkt p € P gehen genau n + 1 Geraden.
(3) |P| =n? und |§| = n* +n. O
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Ubung 9.5. Man fiihre die in Satz 9.3 beschriebene Konstruktion fiir die klassische
projektive Ebene PG(2, g) durch und zeige, da} sich — bis auf Isomorphie — die
klassische affine Ebene AG(2, g) ergibt (unabhiingig von der Wahl von G ), und
leite fiir die Geraden in AG(2, g¢) Gleichungen der in der Schulgeometrie iiblichen
Form x = ¢ bzw. y = mx + b her.

Hinweis: Man wihle etwa G als die Gerade mit homogenen Koordinaten
[(0,0, 1)T7; die affinen Punkte sind dann die Punkte mit Koordinatenvektoren der
Form (a, b, 1)T und kénnen somit mit den Vektoren in GF (q)2 identifiziert werden.

Wir verallgemeinern nun Beispiel 9.2 und fiihren die hoher-dimensionalen af-
finen Rdume ein:

Definition 9.6. Sei GF'(q) der Korper mit ¢ Elementen und AG(n, ¢) die durch die
Inklusion partiell geordnete Menge aller Nebenklassen von Teilrdumen U des n-
dimensionalen Vektorraums V = GF(g)". Man nennt AG(n, ¢g) die n-dimensionale
affine Geometrie iiber GF (q); fiir n > 3 spricht man auch von einem affinen Raum.
Die Nebenklassen von 0-dimensionalen Teilraumen werden mit den Vektoren in V
identifiziert und heilen Punkte; die Nebenklassen von eindimensionalen Teilrdum-
en heillen Geraden, die Nebenklassen zweidimensionaler Teilrdume Ebenen und
die Nebenklassen (n — 1)-dimensionaler Teilrdume Hyperebenen; allgemein spricht
man auch von affinen Unterrdumen von V. Zweinichtleere, echte affine Unterrdume
U und W werden inzident genannt, wenn U C W oder W C U gilt; man schreibt
dafiir U I W und verwendet wieder die iibliche geometrische Sprechweise (wie
etwa ,,U liegt auf W* fiir U C W). SchlieBlich heilen zwei affine Unterrdume
genau dann parallel, wenn fiir die zugehorigen linearen Unterrdume U und W die
Beziehung U € W oder W C U gilt. Insbesondere bilden also die Nebenklassen
desselben linearen Unterraums eine Parallenschar von affinen Unterrdumen.

Ubung 9.7. Man zeige, daB jeder affine Raum AG(n, ¢) die folgenden Lenz-Axiome
erfiillt:

(a) Je zwei verschiedene Punkte p und g liegen auf genau einer Geraden, die
wieder mit pg bezeichnet wird.

(b) Die Geradenmenge ist derart in Parallelenscharen zerlegt, daf jede Paralle-
lenschar eine Zerlegung der Punktemenge ist; man schreibt G | H, wenn G
und H parallel sind.

(c) Esseien G, H, K drei verschiedene Geraden und p, ¢, r drei verschiedene
Punkte,sodaB G | H,p =GN K,q = HN K und r € K gelten. Dann
schneiden sich die Geraden H und rx fiir jeden Punkt x € G.
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G H

(d) Wenn p, g, r drei verschiedene Punkte sind, die nicht auf einer Geraden
liegen, gibt es einen Punkt s mit pg || rs und pr || gs. (Existenz von Paral-
lelogrammen)

(e) Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte.
(f) Es gibt zwei Geraden, die sich nicht schneiden und auch nicht parallel sind.

Hierbei dienen die Axiome (c) und (d) zur Einfiihrung eines Ebenenbegriffs und
das Axiom (f) stellt sicher, daB3 es windschiefe Geraden gibt, also nicht s@mtliche
Punkte in einer Ebene liegen.

Die Bedeutung dieser Axiome liegt nun im folgenden Satz von Lenz [1959];
einen Beweis findet man auch bei Beutelspacher [1983].

Satz 9.8 (Hauptsatz der affinen Geometrie). Jede endliche Inzidenzstruktur
(P, G, 1), die den Lenz-Axiomen aus Ubung 9.7 geniigt, ist isomorph zu der Geo-
metrie, die von den Punkten und Geraden eines affinen Raumes AG(n, q) gebildet
wird. a

SchlieBlich geben wir noch drei Ubungen an, die eine Verallgemeinerung der
Sétze 1.6 und 9.4 auf projektive bzw. affine Geometrien zum Ziel haben:

Ubung 9.9. Seien g eine Primzahlpotenz und n und d natiirliche Zahlen mitd < n.
Dann ist die Anzahl der d-dimensionalen Unterriume des Vektorraums GF (g)"
durch

"] - @ =D@" ' =D... @ -1
dlg @' =DE@ =D...q -1

gegeben. Die Zahlen [Z]q heilen die Gauf3-Koeffizienten.

9.1

Hinweis: Man iiberlege sich zunéchst, wieviele geordnete d-Tupel linear unabhéngi-
ger Vektoren in GF(¢)¥ existieren. Siehe auch § XV.9.
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Ubung 9.10. Man zeige fiir den affinen Raum AG(n, g):
(1) Jeder d-dimensionale affine Unterraum enthilt genau ¢¢ Punkte.
(2) Jeder Punkt liegt in genau [Z]q d-dimensionalen affinen Unterrdumen.
(3) Je zwei Punkte liegen in genau [Z:} ] d-dimensionalen affinen Unterrdum-
q
en.

Hinweis: Man kann annehmen, daf} einer der beteiligten Punkte der Nullvektor ist.

Ubung 9.11. Man zeige fiir den projektiven Raum IT = PG(n, q):

(1) Jeder d-dimensionale Unterraum von IT enthélt genau [dTI] Punkte.
q

(2) Jeder Punkt liegt in genau [Z]q d-dimensionalen Unterrdumen von IT.

(3) JezweiPunkte liegen in genau [ Zj ] d-dimensionalen Unterrdumen von IT.
q



X Blockpline

Die Design-Theorie, also die Theorie der sogenannten Blockplédne (oder Designs)
und verwandter Strukturen, erlebte ihre erste Bliite im 19. Jahrhundert, unter an-
derem Namen und unter den Hénden vor allem von Geometern. Ein typisches
Blockplanproblem ist die folgende, von Kirkman! [1851] aufgestellte und in sei-
nem Spezialfall sogleich geloste Aufgabe.

Kirkmansches Schulmddchenproblem:

Man fiihre fiinfzehn Schulmidchen an sieben Sonntagen in jeweils
fiinf Dreierreihen so spazieren, daB} jedes Middchenpaar an genau einem
Sonntag in einer Reihe zusammentrifft.

Eine Losung ist graphisch auf der néchsten Seite dargestellt. Die Abbildung zeigt
die Dreierreihen fiir einen Sonntag. Die Anordnungen fiir die anderen Sonntage
entstehen durch jene Drehungen, bei denen Punkte p; in Punkte py iibergehen. Wir
tiberlassen es dem Leser, als Ubung zu verifizieren, daf dies wirklich eine Losung
des Schulmidchenproblems liefert.

Die Design-Theorie hat sich in den letzten Jahrzehnten in dhnlicher Weise zu
einer eigenen kombinatorischen Disziplin ausgewachsen wie die Graphentheorie.
Dabei stehen Fragen nach der Existenz (und gegebenfalls auch der Charakterisie-
rung) von Blockplénen mit vorgeschriebenen Eigenschaften im Mittelpunkt des
Interesses. Wir werden u.a. die Beweise fiir die Existenz von Steiner- und Kirk-
mantripelsystemen vollstindig durchfiihren und damit einen griindlichen Einblick
in die Methoden der kombinatorischen Design-Theorie vermitteln. Einige wei-
terfithrende grofle Ergebnisse der Existenztheorie fiir Blockplidne mit vorgegebe-
nen Eigenschaften referieren wir an geeigneter Stelle ohne Beweis.? All diesen
Existenzbeweisen ist eine Idee gemeinsam, die wir in der Theorie der orthogonalen

' Rev. Thomas Penyngton Kirkman (1806-1895), englischer Geistlicher und Mathematiker; eine
interessante Darstellung seiner Biographie und seines umfangreichen Werkes in verschiedenen Teil-
gebieten der Mathematik (Kombinatorik, Gruppentheorie, Polyeder, Knotentheorie) findet man bei
Biggs [1981]. Von historischem Interesse fiir die Kombinatorik sind insbesondere die Arbeiten Kirkman
[1847;1850a,b,c;1851;1853;1857]; so findet sich beispielsweise in der Arbeit [ 1850b] die Konstruktion
einer projektiven Ebene der Ordnung p fiir alle Primzahlen p. Man vergleiche ferner den historischen
Bericht bei Ray-Chaudhuri und Wilson [1971].

2Unter den fundamentalen frilhen Arbeiten sind insbesondere Bose [1939], Hanani
[1961,1972,1975], Hanani, Ray-Chaudhuri und Wilson [1972], Ray-Chaudhuri und Wilson [1971,1973]
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lateinischen Quadrate bereits in Kap.III kennengelernt haben: Man legt zunéchst,
etwa mit algebraisch-gruppentheoretischen Methoden, einen geniigend grof3en Vor-
rat an Blockplidnen der gewiinschten Art an und beweist sodann Kompositionssitze,
die es gestatten, durch geschicktes Kombinieren der Vorratsbeispiele so viele Block-
pliane zu gewinnen, daB sich die gestellte Aufgabe vollstindig 16sen ld6t.

Eine systematische Darstellung der Design-Theorie findet man bei Beth, Jung-
nickel und Lenz [1999]. Tabellarische Zusammenstellungen der bekannten Exi-
stenzresultate stehen in den entsprechenden Abschnitten des bereits frither erwéhn-
ten CRC handbook of combinatorial designs, siche Colbourn und Dinitz [1996].

96 Po
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Losung des Kirkmanschen Schulmédchenproblems

1 Grundlagen

Definition 1.1. Eine endliche Inzidenzstruktur IT = (V, 8, €) heilitein (v, K, A)-
PBD (fiir pairwise balanced design), wobei K C N ist, wenn

* jeder Block B € 8 Michtigkeit aus K hat;

* es fiir je zwei verschiedene Punkte p, g € V genau A Blocke B mit p,q € B
gibt.

sowie Wilson [1972a,b;1975] zu nennen. Wichtige spétere Autoren sind u. a. Mills, Mullin, Zhu, Greig
und Abel; fiir ausfiihrliche Literaturhinweise zu diesem nach wie vor sehr aktiven Forschungsgebiet sei
auf Colbourn und Dinitz [1996] sowie Beth, Jungnickel und Lenz [1999] verwiesen.
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Ist dabei K eine 1-elementige Menge, etwa K = {k}, so spricht man von einem
(v, k, A)-Blockplan (oder Design).

Eine Menge & C B heilbit eine Parallelklasse, wenn die Blocke aus & eine
Zerlegung der Punktemenge V bilden. Man nennt I1 auflosbar, wenn man die
Blockmenge B disjunkt in Parallelklassen zerlegen kann.?

Wir werden uns im Grunde nur fiir Blockpline und nicht fiir die allgemeineren
PBDs interessieren; wie wir sehen werden, sind diese jedoch ein unentbehrliches
Hilfsmittel, um rekursive Konstruktionen fiir Blockpléne zu gewinnen.

Beispiel 1.2. Die einleitend angegebene Losung des Kirkmanschen Schulmid-
chenproblems ist ein auflosbarer (15,3,1)-Blockplan; die Punkte sind dabei natiirlich
die Médchen, die Blocke die Dreierreihen und die Parallelklassen die Mengen von
fiinf Dreierreihen, die jeweils zu einem Sonntag gehoren.

Weitere Beispiele von Blockplidnen stehen uns bereits reichlich zur Verfiigung,
wenn wir die Resultate tiber endliche affine und projektive Geometrien aus dem
vorigen Kapitel beniitzen. Wir beginnen mit dem ebenen Fall, fiir den wir die Sétze
IX.1.6 und IX.9.4 anwenden konnen:

Beispiel 1.3. Sei g eine Primzahlpotenz. Dann ist die klassische projektive Ebene
PG(2, q) ein (g*> + g + 1, ¢ + 1, 1)-Blockplan, wobei wir natiirlich die Geraden-
menge § als Blockmenge verwenden. Entsprechend ist die klassische affine Ebene
ein auflosbarer (g2, g, 1)-Blockplan.

Die affinen und projektiven Réume liefern uns ebenfalls Blockplidne in Hiille
und Fiille, wie die Ubungen IX.9.10 und I1X.9.11 zeigen:

Beispiel 1.4. Seien ¢ eine Primzahlpotenz und n und d natiirliche Zahlen mit
1 < d < n. Dann bilden die Punkte des projektiven Raums PG(n, g) zusammen
mit den d-dimensionalen Unterrdumen einen Blockplan mit Parametern

1 d+1 —1
(L1) v=["+ } , k=[ - } und A=[” } ,
1 q 1 q d—lq

3 Nach der eben gegebenen Definition ist B eine Menge; wir schlieBen somit die Existenz wiederhol-
ter Blocke (also von zwei Blocken, die als Punktmengen identisch sind) aus. In der Design-Theorie ist es
dagegen iiblich, dieses Phidnomen zu erlauben, 8B also als Mengenfamilie anzusehen; Designs in unse-
rem Sinne heien dann einfach. Da wir hier in erster Linie Existenzsitze fiir den Fall A = 1 nachweisen
wollen, ist die von uns gegebene Definition fiir unsere Zwecke vollig adiquat, weil dann wiederholte
Blocke trivialerweise nicht auftreten konnen. Die einzige Ausnahme werden die in § 6 behandelten Tri-
pelsysteme bilden; ferner lassen die im Laufe dieses Kapitels zitierten allgemeinen Existenzsitze fiir
beliebiges X stets wiederholte Blocke zu.
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der mit PG4(n, gq) bezeichnet wird. Entsprechend bilden die Punkte des affinen
Raums AG(n, g) zusammen mit den d-dimensionalen affinen Unterrdumen einen
auflosbaren Blockplan mit Parametern

—1
(1.2) v=g", k=¢% und A= " ,
d—1 q

der mit AG4(n, g) bezeichnet wird.

Die eben angegebenen Beispiele besitzen eine tiber die Forderungen in Defini-
tion 1.1 hinausgehende Regularitét, da jeder Punkt auf einer konstanten Anzahl r
von Blocken liegt. Wir zeigen sogleich, daf3 dies kein Zufall ist:

Satz 1.5. Ist 1 = (V, B) ein (v, k, L)-Blockplan, so gibt es eine natiirliche Zahl r
(die sogenannte Replikationszahl des Blockplans), so daf} jeder Punkt auf genau r
Blocken liegt. Setzt man iiberdies |B| = b, so gelten

(1.3) Av—1) =rk—1)
(1.4) @ —1) = bk(k — 1).

Beweis. Sei p € V beliebig. Wir bezeichnen die Anzahl der Blocke durch p fiir
den Moment mit r,,. Nach Definition eines Blockplans liegt jeder Punkt g # p in
genau A der (k — 1)-Mengen B \ {p} mit p € B;esgiltalso A(v —1) =rp(k — 1).
Daraus folgt sofort, dal » = r,, nicht von p abhéngt und (1.3) erfiillt.

Wir betrachten nun die Menge F aller Fahnen (p, B), also alle Paare (p, B) mit
p €V,B e Bund p € B. Dajeder Punkt in genau r Blocken liegt, gilt || = rb.
Andererseits enthilt jeder Block genau k Punkte, weswegen auch |F| = vk gilt.
Also haben wir vr = bk und mit (1.3) ergibt sich sofort die Gleichung (1.4). O

Aus den Gleichungen (1.3) und (1.4) folgen die Fundamentalkongruenzen fiir
(v, k, A)-Blockpléne:

Korollar 1.6 (Notwendige Existenzbedingungen). Falls es einen (v, k, A)-Block-
plan gibt, gelten die Kongruenzen

(1.5) AMv—1)=0 modk—1
(1.6) Aw@w—1)=0 modk(k —1). 0

Wie wir zeigen werden, sind diese Bedingungen fiir k = 3 sowie fiir k = 4 und
A = 1 auch hinreichend. Wir erwéhnen an dieser Stelle das folgende grundlegende
Ergebnis von Wilson [1972a,b;1975], das mit aulerordentlichem Aufwand bewie-
sen wurde und weit liber den Rahmen dieses Buches hinausgeht; einen Beweis
findet man auch bei Beth, Jungnickel und Lenz [1999, Chapter XI].
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Satz 1.7 (Asymptotischer Existenzsatz fiir Blockpldne). Die notwendigen Exi-
stenzbedingungen aus Korollar 1.6 sind asymptotisch hinreichend. Genauer: Fiir
beliebige natiirliche Zahlen k > 3 und ) gibt es eine natiirliche Zahl vo = vo(k, 1),
so dap fiir jedes v > vo, das die Kongruenzen (1.5) und (1.6) erfiillt, ein (v, k, A)-
Blockplan existiert. O

In den folgenden Abschnitten werden einige der Ideen, mit deren Hilfe Wilson
seinen Satz 1.7 bewies, eine Rolle spielen. Zunichst noch die Bedingungen fiir
auflosbare Blockpline:

Satz 1.8 (Notwendige Existenzbedingungen). Falls es einen auflosbaren (v, k, A)-
Blockplan gibt, gelten die Kongruenzen

(1.7) v=0 modk sowie A(v—1)=0 modk — 1.

Beweis. Weil die Punktemenge in disjunkte Blocke zerlegt werden kann, muf} v
ein Vielfaches von k sein. Die zweite Kongruenz gilt nach (1.5); man beachte, daf3
dann die Kongruenz (1.6) automatisch erfiillt ist. O

Korollar 1.9. Falls es einen auflosbaren (v, k, 1)-Blockplan gibt, gilt die Kongru-
enzg

(1.8) v=k modk(k — 1). O

(1.8) ist also eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines auflosba-
ren (v, k, 1)-Blockplans. Dal} diese Bedingung fiir k = 3 hinreicht, bedeutet
die von Ray-Chaudhuri und Wilson [1971] gegebene Losung des allgemeinen
Schulmédchenproblems, die wir in diesem Kapitel mit vollem Beweis vorfiihren
werden. Daf} diese Bedingung auch im Falle k = 4 hinreicht, bedeutet die Loung
des Schulmédchenproblems fiir Viererreihen; jede Parallelklasse bedeutet einen
Sonntagsspaziergang; dies Resultat wurde von Hanani, Ray-Chaudhuri und Wil-
son [1972] bewiesen. Ferner hat man den folgenden asymptotischen Existenzsatz,
der fiir A = 1 von Ray-Chaudhuri und Wilson [1973] und fiir beliebige A von Lu
[1984] stammt; siehe auch Beth, Jungnickel und Lenz [1999, § X1.7] sowie Lee und
Furino [1995].

Satz 1.10 (Asymptotischer Existenzsatz fiir auflosbare Blockpline). Die notwen-
digen Existenzbedingungen aus Satz 1.8 bzw. Korollar 1.9 sind asymptotisch hin-
reichend. Genauer: Fiir beliebige natiirliche Zahlen k > 3 und ) gibt es eine
natiirliche Zahl vy = vy (k, L), so dafs fiir jedes v > vq, das die Kongruenzen (1.7)
(bzw. fiir . = 1 (1.8)) erfiillt, ein auflosbarer (v, k, A)-Blockplan existiert. O
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Natiirlich gibt es auch notwendige Existenzbedingungen fiir PBDs; hierzu die
folgende

I"Ibung 1.11. Man zeige, daf3 die Existenz eines (v, K, A)-PBDs die Kongruenzen

(1.9 Av—1)=0 mod «
(1.10) Av(v—1)=0 mod B

impliziert, wobei & und 8 wie folgt definiert sind:

(1.11) a=goT{k—1|keK},
(1.12) B = ggT{k(k—1) | k € K}.

SchlieBlich beweisen wir noch die folgende fundamentale Ungleichung, die
fiir Blockpléne von Fisher [1940] und fiir allgemeine PBDs von Majumdar [1953]
stammt; unser Beweis ist Lenz [1983] entnommen. Wir benétigen in diesem Beweis
die Inzidenzmatrix eines PBDs, die man ganz analog zum Fall projektiver Ebenen
(siehe Definition IX.2.3) erklért.

Satz 1.12 (Fisher-Ungleichung). Seill = (V, B)ein (v, K, 1)-PBD mit b Blocken
und v > max K ; es gebe also keinen Block, der alle Punkte enthdilt. Dann gilt

(1.13) b >v.

Beweis. Sei A eine Inzidenzmatrix fiir IT, wobei die Punkte als pq, ..., p, numeriert
seien. Wir bezeichnen die Anzahl der Blocke durch p; mit r; und erhalten — dhnlich
wie in Lemma 1X.2.4 —

AAT =diag(ri — A, ..., ry —A) + AJ.

Nun gilt r; > A fiir alle i, da sonst die A = r; Blocke durch p; jeweils alle Punkte
enthalten miiiten, im Widerspruch zur Voraussetzung; somit ist diag(ry, ..., ry)
eine positiv definite Matrix (iiber R). Da LJ eine positiv semidefinite Matrix ist,
muB die (v x v)-Matrix AAT als Summe dieser beiden Matrizen positiv definit,
insbesondere also invertierbar sein. Dies ist aber nur moglich, wenn die (v x b)-
Matrix A Rang v hat, womit sich unmittelbar b > v ergibt. O

Wie hiufig in der Mathematik, ist der Fall der Gleichheit in Ungleichung (1.13)
von besonderem Interesse. Man nennt einen (v, k, A)-Blockplan mit b = v einen
symmetrischen Blockplan. Die prominentesten Beispiele sind die projektiven Ebe-
nen und die aus den projektiven Rdaumen gewonnenen Blockplidne PG,_;(n, q).
Wir werden symmetrische Blockplidne im néchsten Kapitel ndher untersuchen und
dann auch weitere Beispiele kennenlernen. In diesem Zusammenhang noch eine



X.2 Direkte Konstruktionen 215

Ubung 1.13. Man zeige, dal (fiir n > 2) die n>+n+1,n+1, 1)-Blockpldne
genau die projektiven Ebenen der Ordnung n und die (n2, n, 1)-Blockpline genau
die affinen Ebenen der Ordnung # sind.

SchlieBlich noch ein weiteres Resultat, das es oft erlaubt, die Existenz ,.kleiner
PBDs mit A = 1 auszuschlief3em:

Lemma 1.14. Sei I1T = (V, 8B) ein (v, K, 1)-PBD mit v > max K ; es gebe also
keinen Block, der alle Punkte enthdlt. Wir bezeichnen mit k die kleinste Mdchtigkeit
eines Blocks von T1. Dann gilt fiir die Miichtigkeit eines beliebigen Blocks B die
Ungleichung

(1.14) Bl < (v—1)/(k —1).

Beweis. Sei p ein beliebiger Punkt p ¢ B. Dann bestimmt jeder Punkt ¢ € B
einen (eindeutigen) Block pg, der wenigstens k — 1 Punkte # p enthalten muf.
Wegen A = 1 konnen sich zwei Blocke dieser Art nur im Punkt p schneiden. Das
liefert bereits die Existenz von mindestens |B|(k — 1) + 1 Punkten, woraus 1.14
unmittelbar folgt. O

Ubung 1.15. Man weise nach, daf3 es weder ein (6, {3, 4}, 1)-PBD noch ein
(v, {3, 4,5}, 1)-PBD mit v = 6 oder v = 8 geben kann.

2 Direkte Konstruktionen

In diesem Abschnitt wollen wir eine Fiille von konkreten Beispielen fiir (teils
auflosbare) Blockplidne kennenlernen. Wir verfolgen damit einen doppelten Zweck:

¢ Der Leser soll in die Praxis des Konstruierens von Blockplidnen eingefiihrt
werden.

* Wir wollen einen Beispielfundus anlegen, auf den wir spéter bei allgemeinen
Konstruktionen zuriickgreifen konnen.

Die wichtigsten direkten Konstruktionen verwenden geeignete Gruppen, analog
zur Konstruktion von lateinischen Quadraten bzw. orthogonalen Arrays mittels
Differenzmatrizen in §III.5. Dazu sei im folgenden G stets eine endliche, additiv
geschriebene Gruppe; in den meisten wichtigen Anwendungen — die man in grofer
Zahl zusammen mit weiteren Varianten der hier vorgestellten Methoden bei Beth,
Jungnickel und Lenz [1999] findet — ist G dabei eine abelsche Gruppe. Wir geben
nun die
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Definition 2.1. Sei D = (Dy, ..., D;) eine Familie von k-Teilmengen einer ad-
ditiv geschriebenen Gruppe G der Ordnung v, die die folgende Bedingung erfiillt:

21) (d—d'|d,d e Dfireinie(l,...,t},d #d)=MG\{0}),*

d. h., jedes Element # O von G tritt genau A-mal als Differenz von Elementen aus
einem der Basisblocke D; auf. Dann heifit D eine (v, k, A)-Differenzfamilie in G.
Im Fall t = 1 nennt man D = D eine (v, k, A)-Differenzmenge. D heilt zyklisch
bzw. abelsch, wenn G die entsprechende Eigenschaft hat.

Aus D bilden wir die Inzidenzstruktur I1 = (G, 8) mit

B=Di+gli=1,...,t, g €qG),

wobei natiirlich D; +g = {d+g | d € D;} sei; diese Struktur heifit die Entwicklung
von O und wird mit dev D (fiir development) bezeichnet.?

I"Jbung 2.2. Man zeige, dal3 eine (v, k, A)-Differenzfamilie nur existieren kann,
wenn die Bedingung

2.2) AMv—1)=0 mod k(k — 1)
erfiillt ist.

Beispiel 2.3. Die Teilmenge {0, 1,3} C Z7 ist eine (7,3,1)-Differenzmenge und
es gilt dev D = PG(2, 2), siehe Beispiel 1.3. Ein weiteres Beispiel: Die Menge
D = {3,6,7,12, 14} C Zjy; ist eine (21,5,1)-Differenzmenge. Derartige Aussa-
gen verifiziert man bequem, indem man die Differenzen in einem Dreiecksschema
tabellarisch auflistet, hier etwa so:

3 6 7 12 14
+3 +1 +5 +2
+4 +6 +7
+9 +8
+10

Die Entwicklung dieser Differenzmenge ist ein symmetrischer (21,5,1)-Blockplan,
also nach Ubung 1.13 eine projektive Ebene der Ordnung 4; das folgt aus dem
allgemeinen

4 Die hier verwendete Schreibweise fiir Multimengen sollte zwar auch ohne explizite Definition
klar sein, aber sicher ist sicher: Wir verwenden runde Klammern fiir Multimengen, also Familien von
Elementen (anstelle der bei Mengen iiblichen Mengenklammern); mit ¢ X wird — bei gegebener Menge
X — eine Multimenge bezeichnet, die jedes Element von X mit Vielfachheit ¢ enthilt.

5 Man beachte, daf} diese Definition wiederholte Blocke erlaubt, vergleiche Fuinote 3.
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Satz 2.4. Sei D eine (v, k, L)-Differenzfamilie in einer abelschen Gruppe G. Dann
ist dev D ein (v, k, L)-Blockplan.

Beweis. Seien p,q € G zwei verschiedene Punkte. Nach Definition von dev D
sind die Blocke durch p und g genau die D; + gmit p =d+gundg =d' + g
fiir geeignete d, d’ € D; (fiir ein passendes i), was zu

p—q=Wd+g) —d +g)=d—d und p=d+g

fiir geeignete d,d’ € D; dquivalent ist. Die Anzahl der Verbindungsblocke von
p und ¢ ist also die Anzahl der Differenzdarstellungen des Gruppenelementes
d — d' # 0 durch die Basisblocke D; und betrigt somit nach Definition einer
Differenzfamilie genau A. O

Wir notieren den folgenden besonders wichtigen Spezialfall von Satz 2.4 sepa-
rat:

Korollar 2.5. Sei D eine (v, k, A)-Differenzmenge in einer abelschen Gruppe G.
Dann ist dev D ein symmetrischer (v, k, ))-Blockplan.

Beweis. Trivialerweise ist die Anzahl b der (verschiedenen) Blocke D + g hier
hochstens v, und nach Satz 1.12 muf} dann Gleichheit gelten. O

Beispiel 2.6. Wir geben jetzt drei weitere Beispiele fiir Differenzfamilien an; die
zugehorigen Blockpline werden wir spéter noch benotigen.

(a) Die Basisblocke D; = {1,3,9} und D, = 2D; = {2, 5, 6} bilden eine
(13,3,1)-Differenzfamilie in Z3.

(b) Essei G = Zs @ Zs; statt (x, y) schreiben wir xy. Dann bilden die Basis-
blocke D; = {00,01, 10,22} und D, = 2D; = {00, 02, 20, 44} ecine
(25,4,1)-Differenzfamilie.

(¢) Die Basisblocke D; = {0, 1, 3,24}, D, = 10D, = {0, 10, 18, 30} und
D3 =26D; = {0, 4, 26, 32} bilden eine (37,4,1)-Differenzfamilie in Z37.

Die Verifikation dieser Beispiele sei dem Leser als leichte Ubung iiberlassen. Bei-
spiel (a) ist der Spezialfall g = 13, w = 2, ¢ = 4 der folgenden allgemeinen
Konstruktion, die auf Bose [1939] zuriickgeht:

Satz 2.7. Es sei q eine Primzahlpotenz mit ¢ = 1 mod 6. Dann existiert eine
(g, 3, 1)-Differenzfamilie in der additiven Gruppe G von GF(q).
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Beweis. Es sei g = 6t 4+ 1. Nach Satz I11.3.5 ist die multiplikative Gruppe H =
GF(g)* von GF(q) zyklisch; sei w ein erzeugendes Element von H. Dann ist
¢ := o' ein Element der Ordnung 6, also eine Nullstelle des Polynoms x® — 1 €
GF(q)[x]. Aus der Zerlegung

-1 =+x+ D> —x+Dx+ DEx—1)

sehen wir, daf} 2—e41=0 gelten muB}; wire ¢ ndmlich eine Nullstelle eines
der anderen drei Faktoren, so hitte es Ordnung 1, 2 oder 3. Wir setzen nun D =
{1, &2, 84}; wegen ¢2 — g+ 1 = 0und &3 = —1 bilden die sechs von diesem
Basisblock bestimmten Differenzen gerade die Nebenklasse U (62 — 1) der von ¢
erzeugten Untergruppe U von H. Offenbar ist dann

D={Do' |i=0,...,t—1}

die gewiinschte (g, 3, 1)-Differenzfamilie in G, da die Iy i=0,...,t —1)ein
Reprisentantensystem fiir die Nebenklassen von U bilden. O

Wir verzichten hier auf weitere allgemeine Konstruktionen fiir Differenzfami-
lien, da wir diese nicht benotigen werden, wollen aber wenigstens den folgenden
asymptotischen Existenzsatz von Wilson [1972c] erwéhnen, der ein wesentliches
Hilfmittel im Beweis des Satzes 1.7 darstellt:

Satz 2.8 (Asymptotischer Existenzsatz fiir Differenzfamilien). Die notwendige
Existenzbedingung (2.2) ist asymptotisch hinreichend fiir die Existenz von Diffe-
renzfamilien in elementar-abelschen Gruppen. Genauer: Fiir beliebige natiirliche
Zahlenk > 3 und A gibt es eine natiirliche Zahl vo = vy (k, A), so dap fiir jede Prim-
zahlpotenz g > vy, die die Kongruenz (2.2) erfiillt, eine (v, k, A)-Differenzfamilie
in der additiven Gruppe von GF (q) existiert. O

Als néchstes betrachten wir eine Verallgemeinerung von Differenzfamilien,
namlich die Methode der reinen und gemischten Differenzen von Bose [1939].

Definition 2.9. Sei G eine endliche abelsche Gruppe, deren Verkniipfung wir als
Addition schreiben; sei n eine natiirliche Zahl; zusétzlich verwenden wir das Sym-
bol co. Wir bilden die Mengen

VE=Gx{l,...,n} und V= (Gx{l,...,n})U{oo}.
Fiir jedes g € G lassen wir g auf diesen beiden Mengen gemif

x,j)+g=x+g,j)firxeG, j=1,...,n und oo+ g:=o00
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operieren. Fiir eine Teilmenge B von V; oder Vré; sei dann
B+g={b+g:be B}

Es sei nun & = (Dy, ..., D) eine Familie von Teilmengen von V = V[ bzw.
V = V’Z;. Analog zu Definition 2.1 bilden wir aus O die Inzidenzstruktur IT =
(V, 8) mit

B=WDi+gli=1,...,t, g €G),

die wieder die Entwicklung von D heifit und mit dev D (fiir development) bezeich-
net wird.®

Der Beweis der beiden folgenden Sitze von Bose [1939] sei dem Leser als
leichte, aber lehrreiche Ubung iiberlassen.

Satz 2.10. Sei G eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung s, und sei ferner
D = (Dy, ..., D;) eine Familie von Teilmengen von V = Vg. Die Entwicklung
dev D ist genau dann ein (ns, K, .)-PBD, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(1) Jeder Basisblock D; € D hat Miichtigkeitk; € K (i = 1,...,1).

(2) Fiir jedes j = 1,...,n gilt: Zu jedem x # 0 aus G gibt es genau A Tripel
(g,h,D;)) € G xG x Dmit (g,]),(h,j) € Dj und x = g — h (reine
Differenzen).

(3) Fiir beliebige i, j = 1,...,n miti # j gilt: Zu jedem x € G (einschliefs-

lich 0) gibt es genau A Tripel (g, h, D;) € G x G x D mit (g, i), (h, j) € Dy
und x = g — h (gemischte Differenzen). O

Satz 2.11. Sei G eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung s, weiterhin
D = (Dy,..., D) eine Familie von Teilmengen von V = V'&. Die Entwick-
lung dev D ist genau dann ein (ns + 1, K, 1)-PBD, wenn die Bedingungen aus
Satz 2.10 und zusdtzlich

(4) Fiir jedes j = 1,...,n gilt: Es gibt genau A Paare (g, D;) € G x D mit
(8. /), 00 € Dy

erfiillt sind. O

Beispiel 2.12. Die Entwicklung der beiden Basisblocke D; = {0, 1,3} und D, =
{oo, 0, 1} in Zs5 ist ein (6,3,2)-Blockplan; das folgt aus Satz 2.11 fiirn = 1.

6 Auch hier sind wiederholte Blocke moglich. Statt (g, j) wird in der Literatur auch oft die kiirzere
Schreibweise g; verwendet.
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Die beiden folgenden allgemeinen Sétze stammen von Ray-Chaudhuri und Wil-
son [1972] und werden spéter sehr niitzlich sein.

Satz 2.13. Sei g eine Primzahlpotenz mit ¢ = 1 mod 6. Dann existiert ein auflos-
barer (3q, 3, 1)-Blockplan.

Beweis. Wir verwenden die im Beweis von Satz 2.7 eingefiihrten Bezeichnungen;
insbesondere sei D die dort konstruierte (g, 3, 1)-Differenzfamilie in der additiven
Gruppe G von GF(q),q = 6t+1. Wir werden im folgenden die Tatsache ausnutzen,
daf die ¢ Basisblocke in D offenbar paarweise disjunkt sind und daf} O in keinem
dieser Blocke liegt, die wir ab jetzt mit D; = Do’ (i =0,...,t— 1) bezeichnen.
Wir wihlen nun V = Vé sowie drei verschiedene Elemente u1, uy, us € G \ {0}
und definieren wie folgt eine Kollektion & von 9¢ + 1 Basisblocken:

A =1{(0,1),(0,2), 0, 3)};
B/ =u;D; x {i} firi=1,2,3j=0,1,....,1—1;
Cx = {(xul7 1)9 (xu27 2)7 (xu37 3)} fﬁrx € G \ {0}’

wobei wir unter M x {i} fir M € G die Menge {(m,i) | m € M} verstehen.
Man beachte, dal} dies die korrekte Anzahl von Basisblocken ist, da ein (3¢, 3, 1)-
Blockplan fiir ¢ = 6t 4 1 nach (1.4) b = (9t 4 1)q Blocke hat.

Wir konnen nun leicht die Bedingungen aus Satz 2.10 verifizieren: Da D eine
(g, 3, 1)-Differenzfamilie in G ist, liefern die je r Basisblocke

u,-Djx{i} mitj:O,l,...,t—l

fiir i = 1, 2, 3 gerade die reinen Differenzen ¢ € G \ {0} und tragen keine ge-
mischten Differenzen bei. Fiir i, j = 1,2, 3 miti # j erhilt man die gemischten
Differenzen g € G\ {0} ausden C,,dawegenu; # u; die Elemente x (u; —u ;) mit
x ebenfalls G\ {0} durchlaufen; schlieBlich ergibt sich die noch fehlende gemischte
Differenz 0 aus A.

Somit ist dev & nach Satz 2.10 ein (3¢, g, 1)-Blockplan; es bleibt zu zeigen,
daf} dieser Blockplan auflosbar ist. Eine erste Parallelklasse 5 ist durch A, alle
Blocke _

B! =u;D; x {i} firi=1,2,3;j=0,1,...,t—1

l

sowie die Blocke C, gegeben, wobei x diejenigen Elemente von G \ {0} durchliuft,
die in keinem der Basisblocke D; (j = 1,...,t) vorkommen. Hieraus erhalten
wir g = 6t 4 1 Parallelklassen

Py =1,(Py) mitTg: (x,1) > (x +g,i) fiirg € G.
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SchlieBlich konnen wir die restlichen Blocke in die 3¢ Parallelklassen
Qy ={1,(Cy) | g€ G} mitx e DyU---UD;

zerlegen. Wir iiberlassen es dem Leser, diese Konstruktion in Einzelheiten nachzu-
priifen. 0

Satz 2.14. Sei g eine Primzahlpotenz mit ¢ = 1 mod 6. Dann existiert ein auflos-
barer (2q + 1, 3, 1)-Blockplan.

Beweis. Wir verwenden die im Beweis des Satzes 2.7 eingefiihrten Bezeichnungen

und setzen o := (1 — 82)/2, also o + 2 = 1 — . Nun wihlen wir V = Vé und
definieren wie folgt eine Kollektion & von 4t 4 1 Basisblocken:

Al ={(,2), (6%, 2), (@o!, D},

B, = Alsz,

Cr = At

D; = {(—ad!, 1), (—aw'e?, 1), (—aw'e*, 1)},
E = {(0, 1), (0, 2), 00}

firl =0, ..., — 1. Man beachte wieder, daf} dies die korrekte Anzahl von Basis-
blocken ist, da ein (2¢g + 1, 3, 1)-Blockplan fiirq = 6¢+1nach (1.4)b = (41+1)q
Blocke hat. Wir iiberlassen es dem Leser, die Bedingungen aus Satz 2.11 zu verifi-
zieren; man verwendet dabei wieder ¢3 = —1 sowie die Tatsache, daB die Menge
D = {1, &2, &*} als Differenzen gerade die Nebenklasse U (€2 — 1) der von ¢
erzeugten Untergruppe U von H liefert.

Damit ist dev & ein (2q + 1, 3, 1)-Blockplan; es bleibt zu zeigen, da3 dieser
Blockplan auflosbar ist. Die 4t + 1 Blocke A;, B;, C;, D; (I =0,...,t — 1) und
E sind paarweise disjunkt und bilden somit eine Parallelklasse . Wie im Beweis
von Satz 2.13 sind dann die Bilder 7, () von & unter den g € G Parallelklassen;
das liefert diesmal bereits die insgesamt bendtigten » = 6¢ + 1 Parallelklassen. O

Zahlreiche weitere Beispiele und Sitze iiber Differenzfamilien — insbesondere
einen Beweis fiir Satz 2.8 — sowie zur Methode der reinen und gemischten Dif-
ferenzen findet man in den Kapiteln VII und VIII von Beth, Jungnickel und Lenz
[1999].

SchlieBlich geben wir eine einfache Methode an, die es gestattet, aus PBDs
mit Parallelklassen — insbesondere aus auflosbaren Blockpldanen — direkt interes-
sante weitere PBDs herzustellen. Der Beweis sei dem Leser als einfache Ubung
iiberlassen.
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Satz 2.15. Sei (V, 8B) ein (v, K, 1)-PBD mit t paarweise disjunkten Parallelklas-
sen P U .- U P, Ferner seien 01, ..., 00, paarweise verschiedene, nicht in V
enthaltene Elemente. Wir setzen V* =V U {01, ..., 00;} und

!B*z<£\ML:JI<7’M>UML:JI{BU{OOM}|Bej’u}U{Boo={ool,...,oot}}.

Wenn die Mdchtigkeiten aller Blocke in den P; in L C K enthalten sind, ist
(V*, B*) ein (v+t, KU(L+1)U{t}, 1)-PBD. Insbesondere sei (V, B) auflosbar
(womit die Replikationszahl r konstant ist); wéahlt man dann alle r Parallelklassen,
so ergibt sich ein (v +r, (K + 1) U {r}, 1)-PBD. O

Beispiel 2.16. Wir konstruieren mit Satz 2.15 zwei PBDs, die wir spiter benotigen
werden. Dazu wihlen wir [T = (V, 8) als einen auflosbaren (15,3,1)-Blockplan,
siehe Beispiel 1.2, und verwenden drei bzw. vier der sieben Parallelklassen von IT.
Das Resultat sind dann (v, {3, 4}, 1)-PBDs fiir v = 18 und v = 19.

Beispiel 2.17. Die Entwicklung der drei Basisblocke Dy = {o0, 0}, Dy = {1, 4}
und D3 = {2, 3} in Zs ist ein (6,2,1)-Blockplan IT; das folgt wieder aus Satz 2.11
firn = 1. Da Dy, D>, D3 eine Zerlegung der Punktmenge — also eine Parallelklas-
se — bilden, ist dieser Blockplan offensichtlich auflosbar. Die Einfiihrung von fiinf
unendlichen Punkten nach Satz 2.15 ergibt dann ein (11, {3, 5}, 1)-PBD.

Ubung 2.18. Ein (v, 2, 1)-Blockplan ist natiirlich nichts anderes als der vollstindi-
ge Graph K, auf v Punkten, seine Existenz ist also trivial. Die explizite Konstruktion
in Beispiel 2.17 zeigt jedoch, daB der K¢ auflosbar ist, also in graphentheoretischer
Sprechweise eine 1-Faktorisierung besitzt, vgl. Ubung I1.2.3. Man verallgemeinere
dieses Beispiel, um die Existenz einer 1-Faktorisierung des K», fiir alle n € N
nachzuweisen.

3 GDDs

In diesem Abschnitt betrachten wir einen weiteren Typus von Inzidenzstrukturen,
der mit den bisher betrachteten Klassen eng zusammenhingt und fiir rekursive
Konstruktionen ebenfalls sehr hilfreich ist.

Definition 3.1. Eine endliche Inzidenzstruktur I1 = (V, 8B, §, €) nennt man
(v, K, G, A)-GDD (fiir group divisible design), wobei K, G C N sind, wenn

¢ alle Blocke Michtigkeit aus K haben;
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* g eine Zerlegung von V in Punktklassen’ ist, die simtlich Michtigkeit aus
G haben;

¢ keine zwei Punkte in derselben Punktklasse durch einen Block verbunden
sind;

e es fiir je zwei Punkte p, g € V, die zu verschiedenen Punktklassen gehoren,
genau A Blocke B mit p, g € B gibt.

Ist dabei K eine 1-elementige Menge, etwa K = {k}, so schreibt man einfach k
statt {k}, und entsprechend fiir G = {g}. Wenn es mindestens drei Punktklassen
gibt und zusitzlich

* jeder Block jede Punktklasse (in einem notwendigerweise eindeutig be-
stimmten Punkt) schneidet,

so spricht man von einem Transversalplan (kurz: TD fiir transversal design).

Eine Menge & C B heilit wieder eine Parallelklasse, wenn die Blocke aus &P
eine Zerlegung der Punktemenge V bilden. Man nennt IT auflosbar, wenn man die
Blockmenge 8 disjunkt in Parallelklassen zerlegen kann.

I"Jbung 3.2, Sei(V, B, 4, €)ein (v, k, g, 1)-GDD. Man zeige, daf} es eine natiirli-
che Zahl r gibt (die sogenannte Replikationszahl des GDDs), so daf} jeder Punkt
auf genau r Blocken liegt. Setzt man iiberdies | 8| = b, so gelten

3.1 Av—g)=rk—1)
(3.2) (v — g) = bk(k — 1).

Ubung 3.3. Man zeige, daB alle Blocke eines Transversalplans dieselbe Michtig-
keit haben und daf auch alle Punktklassen gleichméchtig sind. Die Transversalplidne
sind also genau die (kg, k, g, »)-GDDs; wir werden stattdessen — wie Beth, Jung-
nickel und Lenz [1999] — die kiirzere Notation 7D, (k, g) und im Falle A = 1
einfach TD(k, g) verwenden.

Wir zeigen nun, dafl bestimmte Klassen von GDDs zu uns bereits bekannten
Objekten dquivalent sind; fiir manche Zwecke wird aber der GDD-Standpunkt viel
praktischer sein. Der erste Zusammenhang dieser Art ist eher trivial, wogegen das
darauf folgende Resultat schon interessanter ist.

71n der englischsprachigen Literatur werden die Punktklassen meist als ,,groups™ bezeichnet; um
Verwechslungen mit dem algebraischen Gruppenbegriff zu vermeiden, wihlen wir statt einer wortlichen
Ubersetzung den ebenfalls iiblichen Term ,,Punktklasse™.
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Lemma 3.4. Sei (V, 8B, G, €) ein (v, K, G, 1)-GDD. Dann ist (V, B U G, €) ein
(v, KUG, 1)-PBD mit einer Parallelklasse §, deren Blocke Mdichtigkeit in G haben.
Umgekehrt sei (V, B) ein (v, K, 1)-PBD mit einer Parallelklasse 4, deren Blocke
Mchtigkeit in G € K haben,; dann ist (V, B\ 4, €) ein (v, K, G, 1)-GDD. O

Lemma 3.5. Die Existenz eines (v, k, 1)-Blockplans ist dquivalent zu der eines
(v—1,k,k—1,1)-GDD.

Beweis. Sei I ein (v, k, 1)-Blockplan. Wenn wir einen Punkt p aus IT entfernen,
verlieren die Blocke durch p jeweils einen Punkt und werden in dem entstehenden
PBD zu einer Parallelklasse §. Wir sehen nun — wie in Lemma 3.4 — § als Menge
von Punktklassen an und erhalten so das gewiinschte (v — 1, k, k — 1, 1)-GDD.
Istumgekehrtein (v—1, k, k—1, 1)-GDD X gegeben, fassen wir die Punktklas-
sen als eine Parallelklasse von Blocken auf und wenden auf das resultierende PBD
Lemma 2.15 mit ¢ = 1 an, um den gewiinschten (v, k, 1)-Blockplan zu erhalten. O

Besonders wichtig und hilfreich ist der folgende Zusammenhang zu den ortho-
gonalen Arrays aus Kap.III:

Lemma 3.6. Die Existenz eines (auflosbaren) orthogonalen Arrays OA(k, n) ist
dquivalent zu der eines (auflosbaren) TD(k, n).

Beweis. Sei X = (V, 8B, 4, €) ein TD(k, n). Wir setzen § = {1, ..., n} und nume-
rieren die n Elemente in jeder der k Punktklassen P, ..., Py von ¥ beliebig mit
den Elementen in S, etwa als

P, = {pgi),...,p,(f)} firi=1,...,n.
Nun definieren wir eine Abbildung O : § x 8 — S durch
O(Pi,B)=s = PiNB={p]});

das ist sinnvoll, weil jede Punktklasse jeden Block in genau einem Punkt schnei-
det. Da je zwei Punkte p§i) € P; und pt(j ) e Pj fiir i # j auf genau einem Block
liegen, ergibt sich unmittelbar, dal O ein OA(k, n) ist. Die Umkehrung wird &hn-
lich bewiesen und sei dem Leser iiberlassen. SchlieBlich sind Parallelklassen und
Auflosbarkeit von orthogonalen Arrays bzw. Transversalpldnen so definiert worden,

daB sie sich in beiden Fillen entsprechen. O

Mittels Lemma 3.6 konnen wir nun einige Ergebnisse aus Kap. Il in die Sprache
der TDs iibersetzen; wir verwenden dabei die Sitze II1.2.8, 111.4.3, II1.5.4 und
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I11.6.3 sowie die Beispiele aus (I11.5.2) und (II1.5.4). Damit ergibt sich das folgende
Resultat, wobei wir die Notation

TD(k) ={n e N |3 TD(k,n)}
verwenden.

Korollar 3.7. Ein auflosbares TD(k, n) existiert genau dann, wennn € TD(k + 1)
gilt. Man hat:

(33) q €TD(q + 1) fiir Primzahlpotenzen q;
34) m,neTDk) = mn € TD();
(3.5) n € TD(k) fiir k=min{p\' +1,..., p)r + 1}, wobein = p\' ... p}r

mit paarweise verschiedenen Primzahlen p1, ..., py gelte;
(3.6) TD(4) =N\ {2,6};
3.7) 7e€TD(12), 5 € TD(14), 6 € TD(15). ]

Beispiel 3.8. Wir benotigen spiter ein (29, {4, 8}, 1)-PBD. Nun existiert ein
(28, 4,7, 1)-GDD, wegen 7 € TD(4) und Ubung 3.3. Nach Lemma 3.4 ist dies
dasselbe wie ein (28, {4, 7}, 1)-PBD mit einer Parallelklasse §, die aus den Blocken
der Michtigkeit 7 besteht. Das gewiinschte PBD ergibt sich durch Einfiihrung eines
unendlichen Punktes, siche Satz 2.15.

Dieselbe Argumentation ergibt das folgende allgemeine Resultat:
Lemma 3.9. Es gelte n € TD(k). Dann gibt es ein (kn + 1, {k,n + 1}, 1)-PBD. O

Wir geben schlielich eine weitere, ebenfalls sehr einfache Konstruktion von
PBDs aus Transversalpldnen an, die dennoch von grofler Bedeutung ist:

Lemma 3.10. Sei K € N und es gelte k,k + 1,...,k +n € K. Wenn es ein
T D(k + n, g) gibt, so existiert fiir beliebige g; mit0 < g; < g (i =1,...,n)ein

(kg+gl++gn, K? {gagla"'vg}’l}$ 1)_GDD5

also auch ein (kg + g1 + -+ gn, KU {g, g1,...,gn}, 1)-PBD.

Beweis. Man entfernt g — g1, ..., g — g, Punkte aus den letzten n Punktklassen
eines TD(k+n, g), um das gewiinschte GDD zu erhalten; danach wendet man noch
Lemma 3.4 an. O
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4 Relative Differenzfamilien

In diesem kurzen Abschnitt fithren wir eine Variante des Begriffs der Differenzfa-
milie ein, die auf GDDs fiihrt:

Definition 4.1. Sei D = (Dy, ..., D;) eine Familie von k-Teilmengen einer abel-
schen Gruppe G der Ordnung v = mn mit einer Untergruppe U der Ordnung n,
die die folgende Bedingung erfiillt:

4.1) (d—d/ |d,d" € D fireini € {1,...,t}, d ;éd/) =A(G\U),

d. h., jedes Element von G \ U tritt genau A-mal als Differenz von Elementen aus
einem der Basisblocke D; auf. Dann heilit D eine relative (m, n, k, A)-Differenz-
familie in G beziiglich der Untergruppe U; im Fall t+ = 1 nennt man D = D;
eine relative (m, n, k, A)-Differenzmenge (kurz: RDS fiir relative difference set).
Da die Elemente # 0 in U keine Differenzdarstellung besitzen, wird U auch als
die verbotene Untergruppe bezeichnet.

Beispiel 4.2. Wir geben einige Beispiele fiir relative Differenzmengen an:
(a) {0, 1,3} istein (4,2, 3, 1)-RDS in Zg beziiglich U = {0, 4}.

(b) {(0,0), (1, 1), (2, 1)} ist ein (3, 3,3, 1)-RDS in Z3 & Z3 beziiglich U =
{0} x Z3.

(¢) {(0,0),(1,0), (0, 1), (3,3)} ist ein (4,4, 4, 1)-RDS in Z4 ® Z4 beziiglich
U=7,® 7.

Ubung 4.3. Sei g eine Primzahlpotenz; wir verwenden K = GF'(g), um eine neue
Verkniipfung auf K x K zu erkléren:

4.2) (a,byx@,b)=(@a+d,b+b +aa).

Man zeige, dal K x K mit der Verkniipfung (4.2) zu einer abelschen Gruppe G
wird und daB D = {(x,x) | x € K} ein (g, q, g, 1)-RDS in G ist. Zur geometri-
schen Bedeutung dieser relativen Differenzmengen verweisen wir auf de Resmini,
Ghinelli und Jungnickel [2002] sowie die dort zitierte Literatur.

Man erhélt nun leicht das folgende Analogon von Satz 2.4:

Satz 4.4. Sei D eine relative (m,n, k, L)-Differenzfamilie in einer abelschen
Gruppe G der Ordnung v = mn beziiglich der verbotenen Untergruppe U der
Ordnung n. Dann ist dev D ein (mn, k, n, L)-GDD, dessen Punktklassen gerade
die Nebenklassen von U sind. O
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Wir werden spiter noch zwei weitere Anfangsbeispiele fiir unsere rekursiven
Konstruktionen benotigen, die wir jetzt mit relativen Differenzfamilien konstruieren
werden; das zweite dieser Beispiele stammt von Brouwer [1979].

Beispiel 4.5. Es sei G = Z3 @ Z3 D Zs; statt (x, y, z) schreiben wir xyz. Dann
liefern die Basisblocke

Dy =1{000, 020, 111,211} und D, = {000, 102,012, 110}

gerade die 24 Elemente in G \ U mit U = {000, 001, 002} als Differenzen, weswe-
gendev{D, D>} nach Satz4.4 ein (27, 4, 3, 1)-GDD X mit den neun Punktklassen
U + xy0 (x, y € Z3) ist. Indem wir die Punktklassen als Blocke ansehen, erhalten
wir ein (27, {3, 4}, 1)-PBD, in dem die Blocke der Linge 3 eine Parallelklasse
bilden. Wir fiigen nun zu G einen neuen Punkt oo hinzu und adjungieren co zu
den Blocken in £, die damit ebenfalls die Linge 4 erhalten. Das Resultat ist nach
Satz 2.15 ein (28,4,1)-Blockplan.

Beispiel 4.6. Es sei G = Zg®Zs; statt (x, y) schreiben wir xy. Dann liefern die
Basisblocke

Dy = {00, 11,20,41}, D, = {00,10,42} und D3 = {00, 22, 50}

gerade die 24 Elemente in G \ U mit U = {00, 01, 02} als Differenzen, weswegen
dev{D1, D>, D3} —analog zu Satz 4.4 —ein (27, {3, 4}, 3, 1)-GDD X mit den neun
Punktklassen U + x0 (x € Zg) ist. Indem wir die Punktklassen als Blocke ansehen,
erhalten wir wieder ein (27, {3, 4}, 1)-PBD, in dem die Nebenklassen von U eine
Parallelklasse & bilden. Dariiber hinaus kann man aber auch die restlichen 54
Blocke der Linge 3 in Parallelklassen zerlegen: Die drei Punkte in einem Block
der Form D, + x0 (x € Zg) sind offenbar in verschiedenen Nebenklassen der von
11 erzeugten Untergruppe H der Ordnung 9; damit bilden die neun Blocke

(D2 +x0)+yz mityze H

fir x = 0, 1, 2 drei paarweise disjunkte Parallelklassen. Entsprechend bilden auch
die neun Blocke

(D3 +x0) + yz mityz € H,

wobei H’ die von 12 erzeugte Untergruppe der Ordnung 9 sei, fiir x = 0, 1,2
drei paarweise disjunkte Parallelklassen. Daher konnen wir Satz 2.15 mit ¢ = 7
anwenden und erhalten ein (34, {4, 7}, 1)-PBD. Wir empfehlen dem Leser, die
Einzelheiten dieser Konstruktion zur Ubung zu iiberpriifen.
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Ubung 4.7. Essei G = Z7@®7Z3; statt (x, y) schreiben wir xy. Man zeige, daB} die
Basisblocke

Dy = {09, 19,40, 51}, Dz =1{00, 20,80, 111}, D3 = {00, 50,21, 121},

D4 ={00,81,72}, Ds =1{00,61,42}

ein (51, 4, 3, 1)-GDD X mit Punktklassen U +x¢ (x € Z7) definieren, und verwen-
de dieses GDD — dhnlich wie in Beispiel 4.6 — zur Konstruktion eines (58, {4, 7}, 1)-
PBDs.

SchlieBlich geben wir noch eine interessante, aber nicht ganz einfache Ubung
an, deren Losung man beispielsweise bei Jungnickel [1987, Example 3.5] nachlesen
kann.

f]bung 4.8. Die Menge D = {0, 1, 4, 6} ist eine relative (7,2,4,1)-Differenzmenge
in Z14. Man zeige, dal} sich dev D als diejenige Inzidenzstruktur deuten 14t die
man erhélt, wenn man aus der projektiven Ebene der Ordnung 4 eine geeignete
Baer-Unterebene entfernt.

Hinweis: Die sieben Punktklassen entsprechen den Geraden der entfernten Baer-
Unterebene.

5 Der PBD-Hiillenoperator

Nachdem wir bisher mit direkten Konstruktionen den bendtigten Vorrat an konkre-
ten Beispielen angelegt haben, spielen wir im Rest dieses Kapitels eine Art Glas-
perlenspiel mit Blockplédnen, auflosbaren Blockpldanen, PBDs, GDDs und TDs. Der
Zweck des Spiels besteht darin, aus gegebenen Blockplénen etc. neue zu konstruie-
ren; man kann die betreffenden Resultate auch als Kompositionssitze ansprechen.
Am Schlufl werden wir iiber ein Instrumentarium verfiigen, mit dessen Hilfe wir aus
unserem Beispielvorrat geniigend viele auflosbare Blockpline konstruieren konnen,
um das Kirkmansche Schulmédchenproblem vollstindig zu 16sen. Mit wesentlich
geringerem Aufwand werden wir zuvor zeigen konnen, da3 die notwendigen Exi-
stenzbedingungen fiir (v, k, A)-Blockplédne in den Fillen k = 3 sowie A = 1 und
k = 4 hinreichend sind.

Definition 5.1. Sei K eine nichtleere Menge von natiirlichen Zahlen. Wir setzen
5.1 B(K) = {v e N|esgibtein (v, K, 1)-PBD}.

Ist dabei K eine 1-elementige Menge, etwa K = {k}, so schreibt man einfach B(k)
statt B({k}). Per Konvention gelte stets 1 € B(K).
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Die Menge B(K) wird als der Abschlufs von K bezeichnet; falls B(K) =
K gilt, nennt man K abgeschlossen. Die Abbildung B : K — B(K) heil3it der
PBD-Hiillenoperator. Die Rechtfertigung fiir diese Bezeichnung geben die trivialen
Beobachtungen

5.2) K < B(K),
(5.3) K<L = B(K)Z<B()

sowie der folgende Satz.

Satz 5.2 (,,breaking up blocks™). Aus v € B(L) und L € B(K) folgt v € B(K);
insbesondere gilt

(5.4) B(B(K)) = B(K) fiiralle K C N.

Beweis. Sei I1 = (V, B) ein (v, L, 1)-PBD. Nach Voraussetzung konnen wir auf
jedem Block B € 8B ein (|B|, K, 1)-PBD (B, 8p) bilden. Dann liefert die Ver-
einigung aller dieser Blockmengen Bp das gewiinschte (v, K, 1)-PBD, néamlich

(V’ UBei} ‘BB)' U

Der von Wilson [1972a,b] eingefiihrte PBD-Hiillenoperator ist das wohl wich-
tigste Werkzeug in der rekursiven Existenztheorie von Blockplédnen und verwand-
ten Strukturen; mit seiner Hilfe ist es moglich, zahlreiche friihere Konstruktionen
wesentlich einfacher darzustellen. Zu den abgeschlossenen Mengen zéhlt beispiels-
weise

TD*(k) = {n € N | es gibt ein TD(k, n) mit einer Parallelklasse};

wir werden dieses Ergebnis hier nicht benétigen und verweisen etwa auf Beth,
Jungnickel und Lenz [1999, Theorem X.1.1]. Besonders wichtig ist die Abgeschlos-
senheit der Mengen

(5.5 Ry = {r € N | es gibt einen ((k — 1)r + 1, k, 1)-Blockplan},

die wir jetzt mit Hilfe von GDDs beweisen wollen; es wird dabei niitzlich sein,
das Kernstiick des Beweises in dem folgenden, etwas allgemeineren Lemma zu
formulieren.

Lemma 5.3. Wenn es ein (v, Ry, G, 1)-GDD gibt, dann existiert auch ein
((k— v, k, (k—1)G, 1)-GDD.
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Beweis. Sei I1 = (V, B) ein (v, R, G, 1)-GDD. Wir ersetzen die Punkte p € V
durch paarweise disjunkte Mengen G ,, von jeweils k — 1 Punkten; so wird aus einer
Punktklasse von I'T der Michtigkeit g € G jeweils eine Punktklasse der Michtigkeit
(k — 1) g des zu konstruierenden GDDs entstehen. Nach Voraussetzung gibt es fiir
jeden Block B € 8B, etwa mit Michtigkeitzp, einen ((k—1)tp+1, k, 1)-Blockplan,
alsonach Lemma 3.5 auchein ((k—1)tp, k, k—1, 1)-GDD. Wir bilden ein derartiges
GDD X, dessen Punktklassen die zu B gehdrenden Mengen G, sind, etwa

Sy = (pLeJBGp, By, (G| pe B}).

Wir verwenden nun die ,,Vereinigung™ aller dieser GDDs X g, setzen also

r=(Uo UﬂB,{LGJGG,,|Geg}).

pev BeB

Man iiberzeugt sich nun leicht davon, dafl X ein ((k — 1)v, k, (k — 1)G, 1)-GDD
ist. O

Satz 5.4. Fiir jedes k € N gilt B(Ry) = Ry.

Beweis. Sei v € B(Ry). Es gibt also ein (v, Ry, 1)-PBD, was wir auch als ein
(v, Rk, 1,1)-GDD mit trivialen Punktklassen der Méchtigkeit 1 interpretieren
konnen. Mit Lemma 5.3 erhalten wir daraus ein ((k — 1)v, k, k — 1, 1)-GDD und
dann nach Lemma 3.5 einen ((k — 1)v + 1, k, 1)-Blockplan. Damit gilt — wie
behauptet — v € Ry. O

Wir geben ein erstes konkretes Beispiel fiir die Anwendung von Satz 5.4 an und
zeigen

(5.6) 33 € B(3).

Die affine Ebene AG(2, 3) impliziert ndmlich 9 € B(3), also 4 € R3, und wegen
der affinen Ebene AG(2, 4) folgt 16 € B(4) € B(R3) = R3, also die Behauptung.

("Jbung 5.5. Man zeige, dal die Existenz eines (v, k, g, 2)-GDDs und eines
TD(k, n) diejenige eines (nv, k, ng, 1)-GDD implizieren.

Hinweis: Man interpretiere das gegebene TD nach Ubung 3.3 als ein (kn, k, n, 1)-
GDD und verwende dieses dhnlich wie im Beweis von Lemma 5.3, um die Punkte
des gegebenen GDDs jeweils durch n Punkte (und damit die alten Punktklassen
der Michtigkeit g durch solche der Méchtigkeit ng) zu ersetzen.
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Beispiel 5.6. Wir konstruieren zwei weitere PBDs, die wir spiter bendtigen wer-
den. Dazu wihlen wir einen auflosbaren (15,3,1)-Blockplan IT, siehe Beispiel 1.2,
und fiihren fiir jede der sieben Parallelklassen von IT einen unendlichen Punkt ein,
siehe Satz 2.15; das Resultat ist ein (22, {4, 7}, 1)-PBD.

Mit einer dhnlichen, aber etwas komplizierteren Konstruktion kénnen wir auch
ein (82, {4, 7}, 1)-PBD erhalten. Zunichst verschaffen wir uns aus dem (16,4,1)-
Blockplan AG(2, 4) nach Lemma 3.5 ein (15,4,3,1)-GDD; aus diesem sowie ei-
nem nach (3.3) existierenden 7D (4, 5) konstruieren wir gemiB Ubung 5.5 ein
(75,4,15,1)-GDD X. Nun bilden wir auf jeder der fiinf Punktklassen P von ¥ einen
auflosbaren (15,3,1)-Blockplan ITp, den wir wie zuvor zu einem (22, {4, 7}, 1)-
PBD A p ergéinzen konnen. Wenn wir dabei fiir jede der fiinf Wahlen von P diesel-
ben sieben unendlichen Punkte verwenden, ergibt sich insgesamt aus den Blocken
von X zusammen mit den Blocken der A p das gesuchte (82, {4, 7}, 1)-PBD.

SchlieBlich bestimmen wir fiir zwei konkrete Mengen K € N den Anschluf3,
was im nédchsten Abschnitt benotigt werden wird:

Lemma 5.7. Es gilt B({3,4}) = (3Np + {1, 3}) \ {6}.

Beweis. Nach Ubung 1.11 kann ein (v, {3, 4}, 1)-PBD nur fiir v(v—1) = 0 (mod 6)
existieren; dabei gilt v # 6 nach Ubung 1.15. Fiir die iibrigen in Frage kommenden
Werte von v verwenden wir die folgende Rekursion fiir L = B({3,4}), die aus
Lemma 3.10 und (5.4) folgt:

§€LNTD@4), g1 € LU{O}undg; =g = 3g+ g1 €L.

Man beachte nun 7 € B(3) C L (wegen der projektiven Ebene der Ordnung 2) und
g € TD(4) fiir g # 2 (mod 4), siehe (3.5)%. Die Tabelle

g 3 4 7 9

g1 0,1,3 0,1,3,4 0,1,3,4 0,1,3,4,7
3g+ g1 9,10, 12 12,13,15,16 21,22,24,25 | 27,28,30,31,34
g 2 3

g1 0,1,3,4,7,9 0,1,3,4,7,...,13

3g+g1 | 36,37,..., 43,45 | 39,..., 43,46, ..., 52

liefert die moglichen Werte bis 52 in L, wobei allerdings noch die Liicken 18, 19
und 33 bleiben; diese werden aber durch Beispiel 2.16 und (5.6) beseitigt. Man
sieht nun leicht, daf} jedes x = 0 oder 1 (mod 3) mit x > 52 eine Darstellung der
Formx =3g+ gy mitg, gy =0o0der 1 (mod3),g #2 (mod4)und7 < g <g
hat, weswegen die Behauptung mit Induktion folgt. O

8 Auf die Verwendung des stirkeren Resultats (3.6), das wir mit betrichtlichem Aufwand in Kapitel
III in der Sprache der lateinischen Quadrate erhalten haben, kann man hier verzichten.
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Lemma 5.8. Es gilt B({3,4,5}) =N\ {2, 6, 8}.

Beweis. Man beachte, daB sich aus Ubung 1.11 keinerlei Einschriinkungen fiir die
Existenz eines (v, {3, 4, 5}, 1)-PBDs ergeben. Trivialerweise ist aber v # 2, und
v # 6, 8 gilt nach Ubung 1.15. Wegen Lemma 5.7 miissen wir nur noch

3n+2e€ B({3,4,5) =: L firneN\ {2}
nachweisen. Fiir n = 3 gilt das nach Beispiel 2.17. Aus Lemma 3.10 ergibt sich
3g+g1+ge L, fallsge LNTD(S), g1,82 € LU{0}und g1, g» < g gelten,

weswegen die Behauptung — unter Verwendung von (3.5) — mit Induktion folgt:
Man wihle g =4,5,7,9,...,6n+1,6n+5, ... d

6 Blockpline mit k < 5

Wir zeigen zunéchst, daf} die nach Korollar 1.6 notwendige Existenzbedingung v =
1 oder 3 (mod 6) fiir (v, 3, 1)-Blockpline, die hidufig auch als Steiner-Tripelsysteme®
bezeichnet werden, hinreichend ist:

Satz 6.1. Es gilt B(3) = 6Np + {1, 3}.

Beweis. Mit der Notation aus (5.5) ist die Behauptung dquivalent zu

6.1) R3 = 3Np + {0, 1}.

Nun gilt 7,9, 13 € B(3), wegen PG(2, 2), AG(2, 3) und Beispiel 2.6(a); das be-

deutet 3,4, 6 € R3. Da R3 nach Satz 5.4 abgeschlossen ist, folgt die Behauptung
(6.1) unmittelbar aus Lemma 5.7. O

Ganz dhnlich konnen wir auch zeigen, dal die nach Korollar 1.6 notwendige
Existenzbedingung v = 1 oder 4 (mod 12) fiir (v, 4, 1)-Blockpline hinreichend
ist:

Satz 6.2. Es gilt B(4) = 12Ny + {1, 4}.

Beweis. Mit der Notation aus (5.5) ist die Behauptung dquivalent zu

(6.2) R4 = 4Np + (1, 4}.

9 Nach Jacob Steiner (1796 — 1863), der — in allgemeinerem Zusammenhang — in Steiner [ 1853] nach
ihrer Existenz fragte; man beachte, dal Kirkman [1847] bereits sechs Jahre zuvor dieses Problem gelost
hatte!
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Nun gilt 13, 16, 25, 28, 37 € B(4), wegen PG(2, 3), AG(2, 4) und wegen der Bei-
spiele 2.6(b) und (c) sowie 4.5; das bedeutet 4, 5, 8,9, 12 € R4. Da R4 nach Satz
5.4 abgeschlossen ist, geniigt es,

(6.3) B({4,5,8,9,12}) = 4N + {1, 4}

zu zeigen. Dazu gehen wir analog zum Beweis von Lemma 5.7 vor. Nach Ubung
1.11 kann ein (v, {4, 5, 8,9, 12}, 1)-PBD jedenfalls nur fiir v(v — 1) = 0 (mod 6)
existieren. Fiir diese Werte von v verwenden wir die folgende Rekursion fiir L =
B({4,5,8,9, 12}), die wieder aus Lemma 3.10 und (5.4) folgt:

g€ LNTD(®S), g1e LU{O0}und g <g — 4g+g1 €L.

Man beachte nun 13,28 € B(4) C L, 29 € B({4,8}) € L nach Beispiel 3.8
sowie g € TD(S) fiir g = 1,4,5,8,9 (mod 12) sowie g = 12, siehe Korollar
3.7. Die Behauptung folgt dann mit Induktion, indem man die obige Rekursion fiir
g§=4,528,912,12n+1, 12n+4, 12n+5, 12n+8und 12n+13 = 12(n+1)+1
anwendet. Der Leser moge sich dies in Einzelheiten liberlegen, am bequemsten in
tabellarischer Form wie im Beweis von Lemma 5.7. O

Mit dhnlichen Methoden kann man auch Blockplidne mit A # 1 behandeln. Wir
wollen das exemplarisch fiir Tripelsysteme tun, also fiir (v, 3, A)-Blockpléine, wo
die notwendigen Existenbedingungen sich ebenfalls als hinreichend herausstellen.
Dabei lassen wir jetzt — wie in Fullnote 3 auf S. 216 diskutiert — wiederholte Blocke
zu. Dann reicht es, die Existenz fiir die Fille A € {1, 2, 3, 6} zu nachzuweisen,
da die notwendigen Existenzbedingungen aus Korollar 1.6 fiir k = 3 nur von
der Restklasse von A modulo 6 abhéngen; so kann man beispielsweise den Fall
A = 14 dadurch 16sen, daB man jeweils alle Blocke in einem (v, 3, 2)-Blockplan
mit Vielfachheit 7 verwendet.

Als erstes benotigen wir die folgende Verallgemeinerung von Satz 5.2, die man
ganz analog beweist:

Satz 6.3. Fiir jede Teilmenge K C N und jedes ) € N ist die Menge
B(K, L) ={v € N| es gibt ein (v, K, L)-PBD}
abgeschlossen. a

Wir gehen nun die noch fehlenden Fille A = 2, 3, 6 durch; dabei ergibt sich die
Tatsache, dal B(3, A) nicht grofer als die angegebene Menge sein kann, stets aus
den notwendigen Bedingungen in Korollar 1.6.

Satz 6.4. Es gilt B(3,2) = 3Np + {1, 3}.
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Beweis. Trivialerweise gilt 3,4 € B(3,2). Da B(3, 2) abgeschlossen ist, liefert
Lemma 5.7 zusammen mit Beispiel 2.12 unmittelbar die Behauptung. O

Satz 6.5. Es gilt B(3,6) = N\ {2}.

Beweis. Wegen B(3,2) € B(3,6) gilt3,4,6 € B(3, 6). Wihlt man alle 3-Teilmen-
gen einer 5- bzw. einer 8-Menge als Blocke, sieht man 5 € B(3, 3) € B(3, 6) sowie
8 € B(3,6). Da B(3, 6) abgeschlossen ist, folgt die Behauptung aus Lemma 5.8.

O

Der Fall & = 3 istetwas komplizierter; hier benttigen wir erst noch das folgende

Lemma 6.6. Es gilt B({3,5}) = 2N — 1.

Beweis. Nach Ubung 1.11 kann ein (v, {3, 5}, 1)-PBD nur fiir ungerade v existie-
ren. Wegen Satz 6.1 miissen wir nur noch den Fall v = 5 (mod 6) betrachten.
Sei zundchst v = 5 (mod 12), etwa v = 12n 4+ 5. Nun gilt 6n + 3 € B(3),
weswegen es nach Lemma 3.5 ein (6n + 2, 3, 2, 1)-GDD gibt. Wir verwenden
dieses GDD zusammen mit einem 7D(3, 2) in Ubung 5.5, um auf die Existenz
eines (12n +4, 3, 4, 1)-GDDs zu schlieBen. Nach Lemma 3.4 ist dies dasselbe wie
ein (12n + 4, {3, 4}, 1)-PBD mit einer Parallelklasse §, die von den Blocken der
Michtigkeit 4 gebildet wird; das gewiinschte (12n + 5, {3, 5}, 1)-PBD ergibt sich
durch Einfiihrung eines unendlichen Punktes, siche Satz 2.15.

SchlieBlich sei v = 11 (mod 12), etwa v = 12n + 11. Nach Ubung 2.18
ist der vollstindige Graph Kg,+¢ ein auflosbarer (6n + 6, 2, 1)-Blockplan. Wir
fiihren nun 6n + 5 unendliche Punkte auf den Parallelklassen dieses Blockplans
ein und erhalten v € B({3, 6n 4 5}). Mit Induktion k6nnen wir 6n 4+ 5 € B({3, 5})
annehmen, woraus die Behauptung folgt, da ja B({3, 5}) abgeschlossen ist. O

Satz 6.7. Es gilt B(3,3) =2N — 1.

Beweis. Trivialerweise gilt 3,5 € B(3, 3). Da B(3, 5) abgeschlossen ist, folgt die
Behauptung aus Lemma 6.6. O

Insgesamt erhalten wir aus den Sitzen 6.1, 6.4, 6.5 und 6.7 das folgenden
Resultat von Hanani [1961]:

Satz 6.8. Ein (v, 3, M)-Blockplan existiert genau dann, wenn v # 2 gilt und einer
der folgenden Fille vorliegt:

v = 1oder 3 (mod 6) fiir . =1 oder5 (mod 6),
v =0o0der1 (mod 3) fiir . =2 oder4 (mod 6),
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v=1(mod?2) fiirA=3 (mod6),
v#E2 Sfiir . =0 (mod 6). |

Fiir k = 4 und k = 5 ist das Existenzproblem fiir (v, k, A)-Blockpléne durch
die beiden folgenden Sitze von Hanani [1961,1972,1975] vollstindig gelost; einen
Beweis findet man auch bei Beth, Jungnickel und Lenz [1999, Chapter IX].

Satz 6.9. Ein (v, 4, L)-Blockplan existiert genau dann, wenn v # 2,3 gilt und
einer der folgenden Fiille vorliegt:

v=1oder4 (mod 12) fiir A =1 oder 5 (mod 6),

v =1 (mod 3) fiir A = 2 oder 4 (mod 6),
v=1oder4 (mod4) fiirA=3 (mod6),
v#£2,3 fiir A =0 (mod 6). 0O

Satz 6.10. Die notwendigen Bedingungen v & {2, 3, 4} und

AMv—1)=0 (mod 4)
Av(v—1)=0 (mod 20)

fiir die Existenz eines (v, 5, M)-Blockplans sind hinreichend, mit der einzigen Aus-
nahme (v, L) = (15, 2). O

Wir verzichten darauf, die Kongruenzen in Satz 6.10 explizit auszuwerten; die
Bedingungen hingen natiirlich von der Restklasse von A modulo 20 ab. Bereits der
Beweis dieses Satzes ist auBerordentlich kompliziert; es verwundert daher nicht,
daf} das Existenzproblem fiir (v, k, A)-Blockpléne fiir kein k£ > 6 vollstindig gelost
ist. Fiir eine Ubersicht iiber die meisten bekannten Resultate verweisen wir auf
§ IX.12 von Beth, Jungnickel und Lenz [1999] sowie auf Colbourn und Dinitz
[1996].

7 Auflosbare Blockpline

In disem Abschnitt werden wir auflésbare Blockplidne mit rekursiven Methoden
studieren und insbesondere nachweisen, dafl die nach Korollar 1.8 notwendige
Existenzbedingung v = 3 (mod 6) fiir auflosbare (v, 3, 1)-Blockpldne — hiufig
auch Kirkman-Tripelsysteme genannt — hinreichend ist.
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Das wichtigste Hilfsmittel fiir die rekursive Konstruktion auflosbarer Block-
pléne ist die Abgeschlossenheit der Mengen

R = {r € N | es gibt einen auflgsbaren ((k — 1)r + 1, k, 1)-Blockplan},

die wir jetzt beweisen wollen. Wir benotigen dazu zunéchst ein Hilfsresultat, das
ein Analogon von Lemma 3.5 fiir den auflosbaren Fall darstellt.

Seien k, r natiirliche Zahlen. Wir nennen ein (v, {k + 1, r}, 1)-PBD (V, 8B) ein
(k, r)-Projektum,'® wenn v = kr + 1 gilt und 8 aus einem r-Block und sonst lauter
(k + 1)-Blocken besteht. Man darf sich unter einem (k, )-Projektum etwas Ahnli-
ches wie eine um eine r-elementige unendliche Gerade ergénzte projektive Ebene
vorstellen. Was damit genau gemeint ist, sagen Inhalt und Beweis des folgenden
Lemmas, das in der Tat Satz IX.9.3 verallgemeinert.

Lemma 7.1. Seien k, r natiirliche Zahlen. Dann gilt r € R,’; genau dann, wenn es
ein (k, r)-Projektum gibt.

Beweis. Seir € R} und ¥ = (V, 8) ein auflosbarer ((k—1)r+1, k, 1)-Blockplan.
Wir fiihren fiir simtliche r = (v — 1)/(k — 1) Parallelklassen von ¥ einen unend-
lichen Punkt ein und erhalten nach Satz 2.15 das gewiinschte (k, r)-Projektum.
Sei nun umgekehrt (V, B) ein (k, r)-Projektum und By, = {00y, ..., 00, } der
eindeutig bestimmte r-Block. Wir setzen V = V \ By. Durch jeden Punkt x € V
gehen kr/k = r Blocke aus 8, was man wie im Beweis von Satz 1.5 sieht; jedes
00; € Bs muB in einem dieser r Blocke enthalten sein. Da aber keiner dieser
Blocke Boo in mehr als einem Punkt schneiden kann, muf} jeder von ihnen genau
ein oo, enthalten; nehmen wir oo, aus ihm heraus, so entsteht ein in V' enthaltener
Block der Michtigkeit k. Die Gesamtheit der so erhaltenen Blocke liefert nun einen
auflosbaren ((k — 1)r 4+ 1, k, 1)-Blockplan, bei dem die Einteilung der Blocke in
Parallelklassen unmittelbar durch die entfernten Punkte oo, induziert wird. O

Satz 7.2. Fiir jedes k € N gilt B(R})) = R}.

Beweis. Sei v € B(Ry). Es gibt also ein (v, R}/, 1)-PBD ¥ = (V, 8). Nach Lem-
ma 7.1 sind wir fertig, wenn es uns gelingt, ein (k, v)-Projektum zu konstruieren.
Wir wihlen hierzu ein Element co ¢ P und bilden die Punktmenge

V=[Vx{l,...,k}]U{oo}.

Sei § € B beliebig. Wegen [S| € R gibt es ein (k, |S|)-Projektum Xp, das
0.B.d.A. auf der Punktmenge [S x {1, ..., k}]U{oco} definiert sei. Wir kénnen wei-
terhin annehmen, daf der eindeutig bestimmte Block in X5 mit ¢ = |S| Elementen

10 Diese Terminologie ist nicht allgemein iiblich, aber bequem.
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{(a1, 1), ..., (as;, )}ist,wobei S = {ay, ..., a;} sei,und daf es sich bei den ¢ durch
oo gehenden Blocken von Xp gerade um die Mengen {(a;, 1), ..., (a;, k), oo}
(i = 1,...,t) handelt. Mit Bg bezeichnen wir die Menge der restlichen Blocke

aus X g. Wir setzen nun

e={{a.D)]aeVi}U{{{a).....@k),o0}|aecViju| ] Bs.
SeB

Der Leser kann dann leicht iiberpriifen, daf3 (V, @) das gesuchte (k, v)-Projektum
ist. O

Wir kommen nun zur allgemeinen Losung des Existenzproblems fiir Kirkman-
Tripelsysteme und zeigen den von Ray-Chaudhuri und Wilson [1971] bewiesenen

Satz 7.3. Fiir jedes u € N gibt es einen auflosbaren (6u + 3, 3, 1)-Blockplan.

Der Beweis dieses Satzes wird eine gewisse Anstrengung erfordern. Wir bilden
zunichst die Menge

U = {u € N | es gibt einen auflosbaren (6u + 3, 3, 1)-Blockplan};

unser Satz besagt dann gerade U = N. Wir behandeln erst einmal die kleinsten
Fille im folgenden

Lemma 74. Esgilt1,2,...,19,26,27 € U.

Beweis. Wir greifen auf das zuvor bereitgestellte Beispielmaterial und die uns be-
kannten Kompositionssitze zuriick und schreiben die Erledigung der Fille u =
1,...,19,26,27 im Folgenden tabellarisch auf, wobei wir ohne weiteren Kom-
mentar die Abgeschlossenheit von R sowie 4, 7 € R3 (was den Fillen u = 1 und
u = 2 entspricht) verwenden; damit ist dann der Beweis des Lemmas vollbracht.

O

Zum Beweis von Lemma 7.4.

u 6u +3  Beweismaterial

0 3 trivial

1 9 AG(2, 3), siche Beispiel 1.3
2 15 Satz 2.14 mitg =7

3 21 Satz2.13 mitg =7
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4 27 Satz 2.14 mitg = 13

5 33 16 € B(4) € R nach Satz 6.2

6 39 Satz 2.13 mitg = 13

7 45 22 € B({4,7}) € Rj nach Beispiel 5.6
8 51 Satz 2.14 mit g = 25

9 57 Satz 2.13 mitg = 19

10 63 Satz 2.14 mit g = 31

11 69 34 € B({4,7}) € Rj nach Beispiel 4.6
12 75 Satz 2.13 mit g = 25

13 81 40 € B(4) € Rj nach Satz 6.2

14 87 Satz 2.14 mit g = 43

15 93 Satz 2.13 mit g = 31

16 99 Satz 2.14 mit g = 49

17 105 52 € B(4) C R} nach Satz 6.2

18 111 Satz 2.13 mit g = 37

19 117 58 € B({4,7}) € Rj nach Ubung 4.7
26 159 Satz 2.14 mitg = 79

27 165 82 € B({4,7}) € R3 nach Beispiel 5.6.

Alsnichstes beweisen wir den folgenden Kompositionssatz fiir Kirkman-Tripel-
systeme:

Lemma 7.5. Es seient,q € U mit g <t gegeben. Wenn es ein TD(5, t) gibt, so
giltauch4t +q € U.

Beweis. Lemma 3.10 liefert uns die Existenz eines (4¢ +¢q, {4, 5}, {¢, ¢}, 1)-GDDs.
Mit 4,5 € Ry, siehe (6.2), folgt hieraus nach Lemma 5.3 auch die Existenz
eines (3(4t + q), 4, {3¢, 3q}, 1)-GDDs, was nach Lemma 3.4 dasselbe wie ein
(3(4t+q), {4, 3¢, 3q}, 1)-PBD miteiner Parallelklasse § ist, deren Blocke Michtig-
keit 3¢ bzw. 3¢ haben. Durch Einfiihrung eines unendlichen Punktes geméil Satz
2.15 erhalten wir ein (3(4¢t +¢g) + 1, {4, 3t + 1, 3¢ 4 1}, 1)-PBD. Nach Vorausset-
zung gilt 4,3t 4 1,3g + 1 € R}, woraus sich nach Satz 7.2 3(4t + q) + 1 € R}
ergibt, was gerade 4f 4+ g € U bedeutet. O
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Beweis von Satz 7.3. Um U = N zu beweisen, bilden wir
L={l|124l+meUfirme{0,1,...,23}}.

Als erstes zeigen wir [ € U fiir [ = 0, 1, 2. In der folgenden Tabelle sind Werte

u, t, q kombiniert, die nach Lemma 7.5 dieses Resultat liefern, wenn man noch
Lemma 7.4 beriicksichtigt; die Existenz der benotigten TDs ist durch (3.3) gesichert.

u t q

20, 21, 22, 23, 24, 25 5 u — 4t
28,29,30,....,35 7 u — 4t
36,...,45 9 u— 4t
46,...,55 11 u — 4t
56,...,65 13 u — 4t
60, ... ,80 16 u— 4t
81,...,95 19 u — 4t

Wir konnen nun mit Induktion / € L fiir alle / > 3 nachweisen. Hierzu legen
wir als erstes folgende Tabelle an:

u=4t+gq t q u=4t+gq t q
24] 6l —1 4 241 412 6/ +1 8
241 + 1 6l —1 5 261 4+ 13 6/ +1 9
241 42 6l —1 6 241 + 14 6/ +1 10
241 43 6l —1 7 241 + 15 6/ +1 11
241 4+ 4 6/ +1 0 241 416 6/ +1 12
24145 6/ +1 1 241 417 6/ +1 13
241+ 6 6/ +1 2 241 + 18 6l +1 14
241 47 6l + 1 3 241 4+ 19 6l + 1 15
241 4+ 8 6/ +1 4 241 420 6/ +5 0
241 4+9 6/ +1 5 241 + 21 6/ +5 1
241 410 6l + 1 6 241 4-22 6l +5 2
241 4+ 11 6/ +1 7 241 4 23 6/ +5 3

Hierbei sind alle vorkommenden ¢ und g nach Induktionsannahme in U. Wir
wenden Satz 7.5 an und miissen hierzu noch die Existenz eines TD(5, t) sicherstel-
len. Dies aber leistet (3.5), da eine Zahl t der Form 6/ — 1, 6/ + 1 oder 6/ + 5 weder 2
noch 3 als Primfaktor haben kann, weswegen alle in der Primzahlpotenzzerlegung
einer solchen Zahl ¢ auftretenden Faktoren > 5 sein miissen. O
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Bemerkung 7.6. Wir haben in unserem Beweis einen beachtlichen Teil des Start-
materials in Lemma 7.4 unter Ausnutzung der Abgeschlossenheit von R sowie
der Tatsache 4,7 € R;‘ erhalten; man hitte dies auch noch in einigen weiteren
Fillen tun konnen, in denen wir uns auf die Sitze 2.13 bzw. 2.14 bezogen haben.
In der Tat kann eine dhnliche, aber aufwendigere SchluBBweise als die von uns hier
vorgefiihrte zum Nachweis der Identitét

(7.1) B({4,7})) = 3No + 1) \ {10, 19}

verwendet werden, woraus dann natiirlich auch der Beweis von Satz 7.3 folgt. Dies
ist der bei Beth, Jungnickel und Lenz [1999] verwendete Ansatz, wo man also
einen Beweis von (7.1) finden kann — mit Ausnahme der ziemlich technischen, von
Brouwer [1979] stammenden Konstruktion eines (31, {4, 7}, 1)-PBDs.



XI Symmetrische Blockpline und Differenzmengen

Wie bereits im vorigen Kapitel erwihnt, heilit ein (v, k, A)-Blockplan mit |B| = v
ein symmetrischer Blockplan. Mit die prominentesten — und uns bereits bekannten —
Beispiele sind die projektiven Ebenen und die aus den projektiven Raumen gewon-
nenen Blockpléne PG, (n, g). Wir werden uns in diesem Kapitel ndher mit dieser
besonders wichtigen und interessanten Klasse von Blockpldnen auseinandersetzen.
Nach einigen grundlegenden Eigenschaften beweisen wir den beriihmten Nichtexi-
stenzsatz von Bruck, Ryser und Chowla und diskutieren den Zusammenhang zu
Hadamard-Matrizen.

Danach wenden wir uns den ebenfalls bereits im vorigen Kapitel definierten
Differenzmengen zu, die zu symmetrischen Blockplidnen mit einer regulir ope-
rierenden Automorphismengruppe dquivalent sind. Der klassische Satz von Sin-
ger — den wir in Satz IX.5.7 bewiesen haben — besagt gerade, dafl die Blockplidne
PG,_1(n, q) eine Darstellung tiber eine Differenzmenge zulassen. Wir werden
einige Familien von Differenzmengen konstruieren und etliche interessante theore-
tische Resultate beweisen, insbesondere iiber sogenannte Multiplikatoren. Hierzu
bendtigen wir ein algebraisches Werkzeug, namlich Gruppenringe, deren Grund-
begriffe wir daher ebenfalls darstellen werden. SchlieBlich gehen wir noch einmal
auf die Primzahlpotenzvermutung fiir endliche projektive Ebenen ein, diesmal un-
ter der Zusatzannahme, daf} die Ebene eine grofie abelsche Kollineationsgruppe
besitzt.

1 Symmetrische Blockpline: Grundlagen
Wir beginnen mit einigen kombinatorischen Eigenschaften symmetrischer Block-

pline. Mit b = v ergibt sich aus den beiden Gleichungen in Satz X.1.5 sofortr = k;
es gilt also das folgende

Lemma 1.1. In einem symmetrischen (v, k, \)-Blockplan liegt jeder Punkt auf ge-
nau k Blocken, und es gilt die Gleichung

(1.1) Av—1)=k(k—-1). 0O
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Es ist niitzlich, einen weiteren Parameter einzufiihren, ndmlich die Ordnung
von [T, die als n := k — A definiert ist, was mit dem entsprechenden Begriff fiir
projektive Ebenen (also A = 1) iibereinstimmt. In Ubung X.1.13 sollte der Leser ja
zeigen, daB die (n?> 4+n+ 1, n+ 1, 1)-Blockpline genau die projektiven Ebenen der
Ordnung n sind. Insbesondere gilt also, daB sich je zwei Blocke eines derartigen
Blockplans in genau einem Punkt schneiden. Etwas allgemeiner beweisen wir jetzt
das folgende Resultat von Ryser [1950]:

Satz 1.2. Sei I1 = (V, B, I) ein symmetrischer (v, k, A)-Blockplan mit v > k.
Dann schneiden sich je zwei verschiedene Blocke in genau ) Punkten.

Beweis. Wir verwenden wie im Beweis von Satz X.1.12 eine Inzidenzmatrix A
fir T1. Wie Lemma 1.1 und der Beweis dieses Satzes zeigen, ist A dann eine
invertierbare Matrix (liber R), die der Gleichung

(1.2) AAT = (k=M +2J

geniigt. Da jeder Block von IT genau k Punkte hat und jeder Punkt auf genau k
Blocken liegt, gilt weiterhin kJ = AJ = JA, also A"'JA = J. Damit erhalten
wir

ATA=ATTAATA = A7 [(k — T+ AJ1A = (k — M1 + AJ.

Also haben je zwei Spalten von A (die ja zwei verschiedenen Blocken entsprechen)
in genau A Positionen einen gemeinsamen Eintrag 1 (was jeweils einem Schnitt-
punkt der beiden Blocke entspricht). Das zeigt bereits die Behauptung. O

Als Folgerung erhalten wir eine Reihe von Charakterisierungen der symmetri-
schen Blockpléne in der Klasse aller Blockpline. Dabei sei die duale Struktur einer
Inzidenzstruktur IT = (V, B, I) als

(1.3) n*"=(B,V,I*) mitBl*'p < pIB

erklart. [T* geht also aus IT durch Vertauschen der Rollen von Punkten und Blocken
hervor, wie wir es bereits in §1X.1 im Spezialfall projektiver Ebenen bei unserer
Diskussion des Dualititsprinzips kennengelernt haben.

Korollar 1.3. Sei I1 = (V, 8, I) ein (v, k, A)-Blockplan. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) I ist symmetrisch, es gilt also b = v.

2) r=«k.

(3) Je zwei Blocke von T1 schneiden sich in derselben Zahl von Punkten.
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(4) Die duale Inzidenzstruktur T1* ist ein Blockplan.
(5) IT* ist ein (v, k, A)-Blockplan.

Beweis. Der Beweis, der nach den bisherigen Ausfiihrungen keine Probleme berei-
ten sollte, sei dem Leser als Ubung iiberlassen; fiir den Teil (4) = (5) verwendet
man dabei die Fischersche Ungleichung aus Satz 1.12 sowohl fiir IT als auch fiir
IT*. |

Als nichstes werden wir eine interessante Ungleichung zwischen der Punkte-
zahl v und der Ordnung n eines symmetrischen Blockplans beweisen; dazu zunéchst
noch eine eher leichte Ubungsaufgabe.

I"Jbung 1.4. Sei [T = (V, 8B, €) ein symmetrischer (v, k, A)-Blockplan der Ord-
nung n = k — A. Man zeige, dafl dann

M= (V,8,€) mit8={V\B|B e B}

ein symmetrischer (v, v — k, v — 2k 4 A)-Blockplan ist, der ebenfalls Ordnung n
hat und der komplementiire Blockplan zu T1 heifit. Ferner zeige man, daf} der Fall
k = v/2 unmoglich ist; man kann also bei der Untersuchung des Existenzproblems
fiir symmetrische Blockpline stets k < (v — 1)/2 annehmen.

Hinweis: Fiir die zweite Aussage 16se man (1.1) nach A auf und verwende Teilbar-
keitsiiberlegungen.

Satz 1.5. Sei I1 ein symmetrischer (v, k, A)-Blockplan mit 1 < k < v — 1. Dann
gilt

(1.4) dn—1<v<n’+n+1.
Beweis. Mit (1.1) und k = n + A ergibt sich die quadratische Gleichung
Av—1)=k(k—1) =224+ @2n—Dr+nn—1)

fiir A, deren Losungen

(1.5) Mo = %(v—Zn:i:\/(v—Zn)z—4n(n— 1))

die A-Werte fiir IT bzw. den komplementiren Blockplan IT sind. Da diese beiden
Werte natiirliche Zahlen sein miissen, folgt

U—2n—22\/(u—2n)2_4n(n_1);
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Quadrieren liefert die obere Schranke fiir v. Weiter gilt (v — 2n)% > 4n(n— 1) und
daher v — 2n > 2n — 1; man beachte dabei, dal v > 2n wegen (1.5) gilt und dal3
(2n — 1)? die kleinste Quadratzahl > 4n(n — 1) ist. O

Bemerkung 1.6. Auch in (1.4) sind — wie so oft in der Mathematik — die Ex-
tremfille von besonderem Interesse: Die obere Schranke fiir v wird gerade fiir die
projektiven Ebenen (und ihre Komplemente) angenommen, und die untere Schranke
tritt genau fiir (4n — 1, 2n — 1, n — 1)-Blockplédne und ihre Komplemente ein. Derar-
tige Blockpléne heilen Hadamard-Blockpliine; sie werden uns in § 3 beschiftigen.

I"Jbung 1.7. Sei I ein symmetrischer (v, k, A)-Blockplanmit v = 4n. Man zeige,
daB} n ein Quadrat sein muf} und daf} die Parameter von IT die Form

(1.6) (v, k, 2) = (4u?, 2u® £ u, u® £ u).
haben. Ferner konstruiere man einen (16,6,2)-Blockplan, dessen Punkte die Felder
eines (4 x 4)-Schachbretts sind, indem man als Blocke diejenigen 6-Mengen wihlt,
die sich — jeweils fiir ein gegebenes Feld — als die restlichen Felder in derselben
Zeile bzw. Spalte des Schachbretts ergeben.

Zum Abschluf} dieses einfiihrenden Abschnitts beweisen wir noch ein erstes

Nichtexistenz-Resultat, das Schiitzenberger [1949] wie auch Chowla und Ryser
[1950] und Shrikhande [1950] unabhéngig voneinander entdeckt haben.

Satz 1.8. Ein symmetrischer (v, k, A)-Blockplan T1 mit einer geraden Punktezahl
v kann nur existieren, falls n = k — X\ ein Quadrat ist.

Beweis. Wir verwenden wieder eine Inzidenzmatrix A fiir [T sowie die Gleichung
(1.2). Der Leser moge als Ubung nachpriifen, daf

det[(k — A)I 4+ AJ] = k>(k — 1)V~
gilt. Mit (1.2) folgt daher
(det A)?> = (det A)(det AT) = det AAT = k2 (k — 1)V~ 1.
Also ist k2(k — 1)'~! und somit auch k — A ein Quadrat. O

Beispiel 1.9. Satz 1.8 zeigt, daB} es keinen symmetrischen (22,7,2)-Blockplan gibt.
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2 Der Satz von Bruck, Ryser und Chowla

Dieser tief liegende Satz schlieBt die Existenz zahlreicher symmetrischer Block-
plédne auf einer ungeraden Anzahl von Punkten aus und besagt insbesondere, daf} es
fiir unendlich viele n keine projektive Ebene der Ordnung n gibt, sieche Satz IX.2.6;
er wurde zunéchst im Spezialfall projektiver Ebenen (also A = 1) von Bruck und
Ryser [1949] bewiesen und dann von Chowla und Ryser [1950] auf beliebige A ver-
allgemeinert. Wir geben hier einen besonders einfachen Beweis an, der unabhiéngig
voneinander von Ryser [1982] und Lenz [1983] gefunden wurde.

Fiir unseren Beweis benotigen wir den folgenden, ebenfalls tief liegenden Satz
aus der Zahlentheorie, fiir dessen Beweis wir auf Hardy und Wright [1938], Herstein
[1964] oder Ireland und Rosen [1990] verweisen.

Satz 2.1 (Satz von Lagrange). Jede natiirliche Zahl n lifit sich als Summe von
hochstens vier Quadraten natiirlicher Zahlen schreiben. O

Weiterhin sind einige Resultate tiber quadratische Formen notwendig, die aus
der Linearen Algebra bekannt sind (oder sein sollten), die wir aber trotzdem kurz
wiederholen wollen. Sei V = K" der n-dimensionale Vektorraum iiber einem
Korper K mit Charakteristik # 2. Eine quadratische Form ist eine Abbildung
x +— xTGx von V nach K, wobei G eine symmetrische (n x n)-Matrix iiber K
ist; die Form hei3t ausgeartet, falls det G = 0 gilt. Zwei quadratische Formen und
die zugehorigen Matrizen G, H heilen dquivalent (in Symbolen: G = H), falls
es eine invertierbare (n x n)-Matrix S iiber K gibt, fiir die H = ST GS gilt; man
beachte det H = (det §)? - det G. Jede symmetrische reelle Matrix ist zu einer
Diagonalmatrix dquivalent. Es gilt das folgende einfache

Lemma 2.2. Fiir reelle Matrizen folgt aus

ai

an—1
ar....an—1 | an

und det H # 0, daf3

[12
T

Q2.1 G

00...0|x
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mitx = g:ttg oder mit x = det G - det H gilt, da man eine dhnliche Matrix erhiilt,
wenn man x durch ¢*x mit beliebigem ¢ # 0 ersetzt. O

Weiterhin benotigen wir das folgende fundamentale Resultat von Witt [1937];
einen Beweis findet man beispielsweise bei Artin [1957] oder Jacobson [1974].

Satz 2.3 (Wittscher Kiirzungssatz). Es sei ¢ # 0, und es gelte
diag(ay, ..., ay, c) = diag(by, ..., by, c).

Dann folgt
diag(ay, ..., a,) = diag(by, ..., by). O

Im unserem Beweis wird der folgende Hilfssatz ebenfalls eine Schliisselrolle
spielen:

Lemma 2.4. Uber K = Q gilt fiir jede natiirliche Zahl n

diag(n, n,n,n) = diag(1, 1,1, 1) = I4.

Beweis. Nach Satz 2.1 gibtes a, b,c,d € Z mitn = a* + b? + ¢ + d%. Dann

erfiillt die Matrix
a b c d

b —a d —c

§= c —d -—a b
d c —b -—-a
die Gleichung S§ T — diag(n, n, n, n), woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 2.5. Es sei A eine rationale (v x v)-Matrix, die die Gleichung (1.2) erfiillt,
wobei k > A gelte und v ungerade sei. Dann hat die diophantische Gleichung

(2.2) X2 = (k= 0)y? + (=) D/22

eine nichttriviale Losung (x, y, 7) € Q? \ {(0, 0, 0)} und somit auch eine nichttri-
viale Losung in ganzen Zahlen.

Beweis. Die Giiltigkeit der Gleichung (1.2) besagt gerade
(2.3) I = (k—-MNI+AJ = H.
Wir definieren nun zwei ((v + 1) x (v + 1))-Matrizen

D = diag(n,n,...,n,A) mitn =k — A
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und
0
_ I, :
5= 0
11 1|1
Eine kurze Rechnung zeigt
A
T _ H .
S'DS = N
AA Lo AA

Nun gilt det D = nVA, wobei v ungerade ist; weiterhin ist det H = det AAT ein
Quadrat. Mit Lemma 2.2 folgt

0
~ H :
D= 0
00 ... O ‘ ni
und dann wegen (2.3)
2.4) D = diag(n, ...,n, A) = diag(l, ..., 1, nd).

Der Rest des Beweises wird sich nun leicht aus dem Wittschen Kiirzungssatz zu-
sammen mit Lemma 2.4 ergeben. Wir unterscheiden dabei zwei Fille.

Fall 1. v =1 (mod 4).
Nach Lemma 2.4 gilt dann die folgende Kongruenz der Léange v 4 1:

2.5) diag(n, ..., n,n, x) = diag(1, ..., 1,n,A).

Die rechten Seiten von (2.4) und (2.5) haben v — 1 Diagonaleintrige 1 gemein, die
wir nach Satz 2.3 kiirzen konnen; wir erhalten

diag(1, nA) = diag(n, A).
Es gibt also eine invertierbare Matrix
_(a b ..r{n O (1 0.
a=(0n) miear(G 2 )a=(o u )
daraus folgt na” 4+ Ac? = 1, womit wir die gewiinschte Losung von (2.2) gefunden
haben.
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Fall 2. v = 3 (mod 4).

Nach Lemma 2.4 gilt diesmal die Kongruenz
(2.6) diag(n, ...,n,n,n,n, A) = diag(l, ..., 1,n,n,n,A).

Die rechten Seiten von (2.4) und (2.6) haben nun v — 3 Diagonaleintrige 1 gemein,
und wir erhalten aus Satz 2.3

diag(1, 1, 1, nA) = diag(n, n, n, A).
Hieraus folgt unmittelbar
diag(1, 1, 1, n, nA) = diag(n, n, n, n, ») = diag(1, 1,1, 1, 1)

und somit
diag(n, n)) = diag(1, ).

Dieselbe Argumentation wie zuvor ergibt diesmal na® + nic? = 1, womit wir
wieder eine Losung von (2.2) gefunden haben, ndmlich
O
(na)2 =n-1> - A(nc)z.
Dadie Inzidenzmatrix eines symmetrischen (v, k, A)-Blockplans die Gleichung
(1.2) erfiillt, ergibt sich aus Lemma 2.5 unmittelbar das gewiinschte Existenzkrite-
rium:

Satz 2.6 (Bruck—Ryser—Chowla—Theorem). Ein symmetrischer (v, k, A)- Block-
plan mit ungeradem v > k kann nur existieren, falls die diophantische Gleichung
(2.2) eine nichttriviale Losung in ganzen Zahlen hat. O

Fiir praktische Zwecke ist es leichter, das Kriterium in der folgenden Version
von Satz 2.6 anzuwenden:

Korollar 2.7. Es gebe einen symmetrischen (v, k, 1)-Blockplan, wobei v > k un-
gerade sei. Seien )/ und n’ der quadratfreie Teil von A bzw.n = k — M. Falls es eine

ungerade Primzahl p gibt, die n' aber nicht ) teilt, muf3 (—1)%)\/ ein Quadrat in
Z, sein.
p

Beweis. Eine Losung der Gleichung (2.2) ergibt unmittelbar eine Losung von
P =P+ ()TN

Reduktion modulo p liefert dann die Behauptung. O
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Beispiel 2.8. Wir verwenden Korollar 2.7 mit p = 3, um die Existenz eines sym-
metrischen (29,8,2)-Blockplans auszuschlieen: 2 ist kein Quadrat in Z3. Dagegen
wire eine direkte Anwendung von Satz 2.6 deutlich miihsamer.

Im Spezialfall A = 1 ergibt sich nun leicht der bereits in § IX.2 formulierte

Satz 2.9. Sein € Nmitn = 1 (mod 4) odern = 2 (mod 4). Wenn der quadratfreie
Teil von n einen Primteiler ¢ = 3 (mod 4) hat, gibt es keine projektive Ebene der
Ordnung n.

Beweis. Esist (v —1)/2 = (n? + n)/2 = 1(mod 2) wegen n = 1 oder 2(mod 4).
Andererseits kann —1 wegen der Voraussetzung p = 3 (mod 4) kein Quadrat in
GF (p) sein, siehe Ubung 111.3.10. Die Behauptung folgt daher aus Korollar 2.7. O

Ubung 2.10. Man schlieBe die Existenz von symmetrischen Blockplinen mit Pa-
rametern (46,10,2), (67,12,2) und (43,15,5) aus.

Noch eine Bemerkung: Abgesehen vom Fall A = 1 (also dem Fall projektiver
Ebenen) ist fiir keinen Wert von A eine unendliche Serie symmetrischer Blockpléine
bekannt. Marshall Hall hat vermutet, daf} es in der Tat fiir jedes feste A nur endlich
viele symmetrische (v, k, A)-Blockplidne gibt; leider hatte bislang niemand eine
Idee, wie man dies beweisen konnte.

3 Hadamardmatrizen und Blockpline

Neben den projektiven Ebenen sind die in Bemerkung 1.6 eingefiihrten Hadamard-
Blockpline wohl die wichtigste Familie symmetrischer Blockpline; sie tragen ihren
Namen, da sie zu den sogenannten Hadamard-Matrizen dquivalent sind, die wie-
derum so heiflen, weil sie die beriihmte Ungleichung von Hadamard [1893] mit
Gleichheit erfiillen. Wir erinnern hier nur kurz an dieses Resultat aus der Linearen
Algebra, das wir in §9 beweisen werden.

Satz 3.1 (Hadamardsche Ungleichung). Sei A eine komplexe (m x m)- Matrix mit
von 0 verschiedenen Zeilen ay, . . ., ay,. Dann gilt

(3.1 |det Al < flai]l ----- llam

mit Gleichheit genau dann, wenn je zwei verschiedene Zeilen von A Skalarprodukt
0 haben. a
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Korollar 3.2. Jede reelle (m x m)-Matrix H = (h;;) mit Eintriigen vom Betrag
|hij| < 1 erfiillt |det H| < m™/%. Diese Schranke wird genau dann angenommen,
wenn H nur Eintrige £1 hat und

(3.2) HH" = HTH = mI

gilt. Jede derartige Matrix heifst eine Hadamard-Matrix der Ordnung m.

Beweis. Da alle Eintrdge Betrag < 1 haben, gilt fiiri = 1, ..., m die Abschitzung
m
(3.3) Ihil? =) lhij? < m
j=1

und damit nach (3.1)

(det H)* < [ [ Ihill> < m™.

i=l1

Der Maximalwert m"™ wird dabei genau dann angenommen, wenn je zwei verschie-
dene Zeilen von H orthogonal zueinander sind und fiir alle Zeilenindizes i in (3.3)
Gleichheit gilt, also wenn h;; = =1 fiir alle i, j ist, womit sich die gewiinschte
Gleichung (3.2) ergibt. O

Beispiel 3.3. Hier sind drei triviale Beispiele von Hadamard-Matrizen:

-1 1 1 1

11 -1 11

(1. (1 —1)’ 11 =11
TS S Q.

Satz 3.4. Sei H eine Hadamard-Matrix der Ordnung m # 1,2. Dann ist m ein
Vielfaches von 4, etwa m = 4n. Die Existenz einer solchen Hadamard-Matrix ist zu
der eines symmetrischen (4n — 1, 2n — 1, n — 1)-Blockplans, also eines Hadamard-
Blockplans der Ordnung n, dquivalent.

Beweis. Wenn wir beliebige Zeilen oder Spalten von H mit —1 multiplizieren,
dndert sich nichts an der definierenden Gleichung (3.2). Daher konnen wir 0.B.d.A.
annehmen, daf3 alle Eintrége in der ersten Zeile und der ersten Spalte +1 sind. Jede
andere Zeile muf dann genau m /2 Eintrége +1 enthalten, da sie ja zur ersten Zeile
orthogonal ist; wir konnen also m = 2s schreiben. Wir betrachten nun die i-te und
die j-te Zeile von H, wobei i, j > 2und i # j sei, und bezeichnen mit x, y, z, w
die Anzahl der Spalten k mit h;; = hjk =+41;hjry =+1und hjk =—1;hy=-1
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und & = +1; bzw. hjp = hjp = —1. Die paarweise Orthogonalitit der Zeilen
1, i, j liefert dann das Gleichungssystem

xX+y+z4+w = 2s

xX+y = s
34 Xt Z _
x—y—z4+w = 0

mit der eindeutigen Losung x = y = z = w = s/2. Insbesondere ist s gerade, also
m durch 4 teilbar, etwa m = 4n. Es sei nun A = (q;;) diejenige Matrix, die aus
H durch Streichen der ersten Zeile und Spalte entsteht. Wir wihlen die Zeilen und
Spalten von A als Punkte bzw. Blocke und sagen genau dann, daf} der i-te Punkt
und die k-te Spalte inzident sind, wenn A;; = +1 gilt. Man sieht nun leicht, daf3
man so den gesuchten Hadamard-Blockplan erhilt (mit A als +1-Inzidenzmatrix):
Jede auBler der ersten Spalte von H muB3 genau 2n Eintrdge +1 enthalten, da sie ja
zur ersten Spalte orthogonal ist, womit dann jeder Block genau 2n — 1 Punkte hat;
und wegen x = n haben je zwei Punkte genau n — 1 Verbindungsblocke.
Umgekehrt sei ein symmetrischer (4n — 1,2n — 1, n — 1)-Blockplan IT ge-
geben; wir bezeichnen dann mit A seine 4-1-Inzidenzmatrix (die aus der iiblichen
Inzidenzmatrix durch Ersetzen aller Eintrdge O durch —1 hervorgeht) und fiigen
eine Zeile und Spalte mit lauter Eintrdgen 41 hinzu, um die gesuchte (4n x 4n)-
Hadamard-Matrix zu erhalten. Die Einzelheiten seien dem Leser iiberlassen. O

Beispiel 3.5. Dieklassischen symmetrischen Blockpline PG, (n, 2) aus Beispiel
1.4 sind fiir ¢ = 2 Hadamard-Blockpléne mit Parametern

v=2"t" -1, k=2"-1 und r=2""-1;
es gibt also Hadamard-Matrizen der Ordnung 27 fiir alle a € N.

Wir konstruieren nun weitere Beispiele, indem wir geeignete Differenzmengen
angeben, vergleiche Korollar X.2.5.

Satz 3.6. Es sei g eine Primzahlpotenz der Form g = 4n — 1. Dann ist die Menge
D der Quadrate in GF(q)* eine (4n — 1,2n — 1, n — 1)-Differenzmenge in der
additiven Gruppe G von GF (q). Insbesondere existiert eine Hadamard-Matrix der
Ordnung q + 1.

Beweis. Nach Ubung I11.3.10 gilt | D| = 2n — 1. Nun hiingt die Anzahl der Diffe-
renzdarstellungen eines Elementes x € G nur davon ab, ob x zu D gehort, da

x=d—d mitd,d e D <= sx=sd—sd mit sd,sd € D
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fiir beliebige Quadrate s gilt. Wegen ¢ = 3 (mod 4) ist —1 kein Quadrat, siche
Ubung 111.3.10; somit zeigt die triviale Beobachtung

x=d—-—d mitd,d eD < —x=d —d mit d',d e D,

daf} Quadrate und Nicht-Quadrate dieselbe Anzahl von Differenzdarstellungen ha-
ben, D also eine Differenzmenge ist. Der Wert des Parameters A ergibt sich dann
sofort aus (1.1). O

Satz 3.6 geht im wesentlichen auf Paley [1933] zuriick, der die entsprechenden
Hadamard-Matrizen konstruiert hat, weswegen diese Differenzmengen als Paley-
Differenzmengen bezeichnet werden. Paley konnte auch das folgende Resultat er-
zielen, fiir dessen — merklich komplizierteren — Beweis wir auf Beth, Jungnickel
und Lenz [1999,§1.9] verweisen.

Satz 3.7. Es sei q eine Primzahlpotenz der Form q = 4n + 1. Dann gibt es einen
symmetrischen (8n + 3,4n + 1, 2n)-Blockplan, also eine Hadamard-Matrix der
Ordnung 2(q + 2). a

Mehr Beispiele von Hadamard-Matrizen liefern das folgende Kompositions-
verfahren sowie eine weitere Konstruktion von Differenzmengen, die wir als nicht
ganz leichte Ubung angeben; siehe Stanton und Sprott [1958] oder Beth, Jungnickel
und Lenz [1999, Theorem VI1.8.2].

Lemma 3.8. Falls es Hadamard-Matrizen der Ordnungen m und m’ gibt, existiert
auch eine Hadamard-Matrix der Ordnung mm’.

Beweis. Seien H = (h;j) und H' = (h}d) die gegebenen Hadamard-Matrizen.
Dann ist das Kronecker-Produkt

hllH/ hle/ h]mH/
HOH =| : :
hptH  hypoH' .. By H'

von H mit H' die gesuchte Hadamard-Matrix der Ordnung mm’, wie man leicht
nachrechnet. O

Ubung 3.9. Es seien g und ¢ + 2 zwei ungerade Primzahlpotenzen. Man erklirt
den quadratischen Charakter x auf GF(q) durch

1 falls x # 0 ein Quadrat ist
3.9 x(x) =10 firx =0
—1 falls x kein Quadrat ist.



X1.3 Hadamardmatrizen und Blockpline 253

Man zeige, daf die durch

{(x,y) | x € GF ()", y € GF(g +2)", x(x) = x(M} U {(x,0) | x € GF(¢)}

definierte Menge D C (GF(q),+)® (GF (g +2),+)eine (4n—1,2n—1,n—1)-
Differenzmenge mit n = (g + 1)?/4 ist.

Hinweis: Man verwende die Tatsache, daf} die Elemente 7~ 0 in D eine multiplikati-
ve Gruppe M mit M D = D im Ring GF(q) & GF (g +2) bilden, und argumentiere
dhnlich wie im Beweis von Satz 3.6.

Es gibt zahlreiche weitere Konstruktionen fiir Hadamard-Matrizen sowie eine
umfangreiche Literatur. Wir verweisen insbesondere auf die Monographien von
Wallis, Street und Wallis [1972], Geramita und Seberry [1979] und Agaian [1985]
sowie den Ubersichtsartikel von Seberry und Yamada [1992]. Ausfiihrliche Tabel-
len zur Existenz von (speziellen Typen von) Hadamard-Matrizen findet man bei
Colbourn und Dinitz [1996]. Hadamard-Matrizen sind auch in zahlreichen Anwen-
dungen wichtig, die von der Statistik, siche Raghavarao [1971], iiber die Codie-
rungstheorrie, siche MacWilliams und Sloane [1978] sowie Zinoviev [1996], und
die Nachrichtentechnik, siehe Posner [1969], bis zur Optik reichen, siehe Harwit
und Sloane [1979].

Von besonderem Interesse sind Hadamard-Matrizen, fiir die alle Zeilen und
Spalten eine konstante Anzahl von Eintrigen 41 enthalten; solche Hadamard-
Matrizen heiBlen reguldr. Mit dhnlichen Argumenten wie im Beweis von Satz 3.4
erhilt man den folgenden Satz, dessen Beweis eine gute Ubung ist bzw. bei Beth,
Jungnickel und Lenz [1999, Proposition 11.3.14] nachgelesen werden kann:

Satz 3.10. Sei H eine regulire Hadamard-Matrix der Ordnung 4n. Dann ist n
ein Quadrat, etwan = u?. Die Existenz einer solchen Hadamard-Matrix ist zu der
eines symmetrischen Blockplans mit Parametern (1.6) dquivalent, siehe Ubung 1.7.

O

Wir geben eine Konstruktion entsprechender Differenzmengen mit gruppen-
theoretischen Methoden an, die von Dillon [1974] stammt; weitere Beispiele wer-
den wir im ndchsten Abschnitt kennenlernen.

Lemma 3.11. Sei G eine Gruppe der Ordnung 4u?, die u paarweise disjunkte
Untergruppen der Ordnung 2u enthdlt, also Untergruppen Uy, ..., U, mit
UiNU; = {0} fiiri # j. Dann ist

D= U U---UU,)\{0}

eine Differenzmenge mit Parametern (1.6).
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Beweis. Offensichtlich hat D Michtigkeit u2u — 1) = 2u? — u. Wir miissen noch
A = u* — u nachweisen. Da die gebenenen Untergruppen paarweise disjunkt sind,
gilt

3.6) (i —ujlu; €U, ujelU;)=G fiiri # j.

Dies zeigt sofort, daB jedes Element x ¢ D genau u(u — 1) = A Darstellungen als
Differenz zweier Elemente in D hat. Sei nun x € D, etwa x € U;. Dann miissen
wir in (3.6) i, j # 1 verlangen, da sonst eines der beiden beteiligten Elemente
in der Differenzdarstellung von x das entfernte neutrale Element O ist, womit wir
zunéchst nur (u — 1) (u — 2) Darstellungen vom Typ (3.6) erhalten. Dafiir hat x dann
aber noch 2u — 2 Differenzdarstellungen der Form x = 4 — v mitu, v € Uj \ {0},
womit sich insgesamt wieder A Differenzdarstellungen ergeben. O

Beispiel 3.12. Sei G = Zg & Zg. Dann sind
U ={0}®Zs, Up=7Zc®{0} und Uz ={(x,x)|x € Zg}

drei paarweise disjunkte Untergruppen; es gibt also eine (36,15,6)-Differenzmenge
und daher auch eine reguldre Hadamard-Matrix der Ordnung 36.

Ubung 3.13. Sei G die additive Gruppe des Vektorraums GF(g)? fiir ¢ = 2™.
Man verwende ¢/2 Geraden von AG(2, ¢) durch den Ursprung (0, 0), um ¢/2
paarweise disjunkte Untergruppen von G zu konstruieren (sieche Ubung 9.5). Wenn
u eine Potenz von 2 ist, gibt es also stets eine Differenzmenge mit Parametern (1.6)
und daher auch eine regulire Hadamard-Matrix der Ordnung 4u°.

Leider sind dies schon nahezu alle Fille, in denen man Lemma 3.11 anwenden
kann, siehe Beth, Jungnickel und Lenz [1999, § VI.9] und die dort zitierte Literatur.

Drei der groflen ungeltsten Vermutungen in der Kombinatorik betreffen Hada-
mard-Matrizen:

* Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es eine Hadamard-Matrix der Ordnung 4n
(Hadamard matrix conjecture).

* Fiir jede natiirliche Zahl u gibt es eine regulire Hadamard-Matrix der Ord-
nung 4u? (regular Hadamard matrix conjecture).

* Fiir keine natiirliche Zahl n # 1 gibt es eine zirkulante Hadamard-Matrix
der Ordnung 4n (circulant Hadamard matrix conjecture). (Man beachte, daf3
die anfangs angegebene Hadamard-Matrix der Ordnung 4 zirkulant ist.)

Fiir die erste dieser Vermutungen sind die kleinsten offenen Fille derzeit die Exi-
stenz von Hadamard-Matrizen der Ordnungen 428, 668 und 716. Wir erwihnen
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das folgende bemerkenswerte Ergebnis von Craigen, Holzmann und Kharaghani
[1997]: Fiir jede ungerade Zahl ¢ gibt es eine Hadamard-Matrix der Ordnung 4n

mit n = 2°¢, sobald
log, (t — 1)
>4 =" 6
s > { 0 J +

gilt. Hinsichtlich der zweiten Vermutung gibt es ein dhnliches asymptotisches Re-
sultat, siche Craigen und Kharaghani [1994]. Weiterhin konnten vor einigen Jahren
Differenzmengen mit Parametern (1.6) fiir alle Quadrate u konstruiert werden, wo-
mit es also fiir jede natiirliche Zahl u eine regulidre Hadamard-Matrix der Ordnung
4u* gibt; der auBerordentlich aufwendige Beweis ist bei Beth, Jungnickel und Lenz
[1999, Chapter VI] dargestellt, wo auch ausfiihrliche Literaturhinweise zu finden
sind.

Die dritte und letzte Vermutung ist — wie man ohne Schwierigkeiten sieht —
zur Nichtexistenz von zyklischen Differenzmengen mit Parametern (1.6) dquiva-
lent. Nach zwei fundamentalen Arbeiten von Turyn [1965,1969] passierte lange
Zeit gar nichts (abgesehen von einigen inkorrekten ,.Beweisen), bis schlielich
Schmidt [1999] bahnbrechende Fortschritte erzielen konnte; bis auf zwei mogliche
Ausnahmen ist die Nichtexistenz jetzt fiir alle v = 4u> < 10!! bewiesen. Man
vergleiche zu Schmidts vollig neuen Methoden, die auch in vielen anderen Situa-
tionen anwendbar sind, Beth, Jungnickel und Lenz [1999, § VI.16] sowie Schmidt
[2001,2002] und Leung, Ma und Schmidt [2003].

4 Eine rekursive Konstruktion

In den letzten Jahren ist es gelungen, mittels rekursiver Methoden zahlreiche neue
symmetrische Blockpldne und Differenzmengen zu konstruieren. Dabei sind ins-
besondere die fundamentale Arbeit von Davis und Jedwab [1997] zur Konstruktion
von Differenzmengen mit ggT (v, n) # 1 sowie eine Serie von Arbeiten von Ionin
zu nennen, von denen lonin [1999], wo man sieben unendliche Serien symmetri-
scher Blockpline findet, besonders interessant ist; eine noch weitergehende Verein-
heitlichung stammt von bei Ionin und Shrikhande [2003]. Diese Ergebnisse sind
allerdings technisch viel zu anspruchsvoll, um in einem einfiihrenden Text darge-
stellt zu werden. Die Davis-Jedwab-Theorie findet man in allen Einzelheiten auch
bei Beth, Jungnickel und Lenz [1999, Chapter VI]; eine ausfiihrliche Monographie
tiber symmetrische Blockpline ist in Vorbereitung, siehe Ionin und Shrikhande
[2004].

Wir werden hier lediglich eine dltere, verhéltnisméBig einfache rekursive Kon-
struktion fiir symmetrische Blockplidne darstellen, die aber einen ersten Eindruck
von den verwendeten Methoden gibt: Man bastelt aus kleineren symmetrischen
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Blockplinen (die hier trivial sind, im allgemeinen aber nicht) sowie anderen Hilfs-
strukturen (hier geeigneten Matrizen, die man aus sogenannten affinen Blockplédnen
erhilt, im allgemeinen meist aus sogenannten ,,balanced generalised weighing ma-
trices™) neue, wesentlich groere symmetrische Blockplidne. Die von uns behan-
delte Konstruktion geht auf Wallis [1971] zurlick, der sie in graphentheoretischer
Sprechweise formuliert hat. Wie schon angedeutet, benétigen wir zunéchst einen
weiteren Begriff:

Definition 4.1. Sei [T = (V, 8, I) ein auflésbarer (v, k, A)-Blockplan. IT heif3it
affin auflosbar oder kurz ein affiner Blockplan, wenn sich je zwei nicht-parallele
Blocke in einer konstanten Anzahl x von Punkten schneiden.!

Beispiel 4.2. Die klassischen Beispiele von affinen Blockplénen sind die aus den
affinen Raumen gewonnenen Blockplidne AG,,_1(n, ¢q), siche Beispiel X.1.4. Hier
gilt 1 = ¢"~2, da sich je zwei nicht-parallele Hyperebenen von AG(n, ¢) in einem
affinen Unterraum der Dimension n — 2 schneiden.

Wir verwenden nun Hadamard-Blockplidne, um eine weitere Klasse von Bei-
spielen zu konstruieren:

Beispiel 4.3. Seien fI = (~V;.T>’ €) ein~(4n —1,2n — 1,n — 1)-Blockplan und
oo ¢ V. Wirsetzen I[1 = (V, 8, €) mit V =V U {oo} und

B={BU{oc}| Be B} U{V\B|Be 3B}

und zeigen, daBl I1 ein affiner (4n, 2n, 2n — 1)-Blockplan ist. Trivialerweise haben
alle Blocke Michtigkeit 2n. Da IT Replikationszahl » = 2n — 1 hat, liegen ein
beliebiger Punkt p € V und oo in genau A = 21 — 1 Blocken in B. Seien nun zwei
verschiedene Punkte p, g € V gegeben. Weil der komplementre Blockplan IT von
I nach Ubung 1.4 ein (4n — 1, 2n, n)-Blockplan ist, liegen p und ¢ offenbar in
genau (n — 1) +n = 2n — 1 Blocken in B.

Es bleibt zu zeigen, daB IT affin auflosbar ist. Jeder Block B € B liefert eine
Parallelklasse {B U {oo}, V \ B}, womit I1 jedenfalls auflosbar ist. Mit Fallunter-
scheidung sieht man nun leicht, daB je zwei nicht-parallele Blocke sich in genau
@ = n Punkten schneiden: Das folgt direkt aus Satz 1.2, falls entweder beide oder
aber keiner der beiden Blocke oo enthalten, weil sowohl IT als auch TT symmetri-
sche Blockpline sind. Wenn schlielich zwei nicht-parallele Blocke B U {oo} und

! Im Falle eines affinen Blockplans ist also, dhnlich wie in affinen Ebenen, der Parallelismus eindeutig
bestimmt: Zwei verschiedene Blocke sind genau dann parallel, wenn sie sich nicht schneiden. Dagegen
kann ein Blockplan im allgemeinen durchaus verschiedene Parallelismen zulassen; beispielsweise haben
die Blockpldne AG1 (n, g) stets einen vom natiirlichen Parallelismus verschiedenen Parallelismus, wie
Fuji-Hara und Vanstone [1987] gezeigt haben.
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V \ C gegeben sind, so schneidet B U {oo} den Block C U {co} in genau n Punkten,
womit |(B U {oo}) N (V \ C)| = 2n — n = n folgt.

Der Blockplan IT hat in Wirklichkeit noch stirkere Regularititseigenschaften,
da er sogar ein sogenanntes 3-Design ist: Je drei Punkte liegen in gleich vielen
(ndamlich n — 1) Blocken. Wir benotigen dieses Resultat, dessen Beweis man etwa
bei Beth, Jungnickel und Lenz [1999, Theorem 1.9.9] findet, jedoch nicht.

Man kann nun einige interessante kombinatorische Eigenschaften affiner Block-
pline zeigen. Wir bendtigen nur den folgenden Satz von Bose [1942], der mit uns
schon bekannten Methoden bewiesen werden kann; hierfiir und fiir weitere Ergeb-
nisse verweisen wir auf Beth, Jungnickel und Lenz [1999,§ 11.8].

Satz 4.4. Sei X = (V, B, €) ein auflosbarer (v, k, A)-Blockplan. Dann gilt
4.1 b>v+4+r—1 bzw. dquivalentdazu r >k + A.

Ferner hat man genau dann Gleichheit in (4.1), wenn X ein affiner Blockplan ist.
In diesem Fall haben die Parameter von Il die folgende Form:

_sp—1 r_SZM—l

) und b = sr.
s—1 s —

“4.2) k=su, v= sz,u, A

Man kann also alle Parameter durch s und |4 ausdriicken, wobei s die Miichtigkeit
der Parallelklassen von X ist; man bezeichnet ¥ kurz als ein A, (s). O

Die Beispiele 4.2 und 4.3 liefern alle bekannten Parameter-Paare (s, @) fiir
affine Blockplidne. Wir konnen nun den bereits angekiindigten Satz von Wallis
[1971] beweisen; der einfachere Beweis, den wir hier darstellen wollen, stammt
von Lenz und Jungnickel [1979].

Satz 4.5. Wenn es einen affinen (v, k, A)-Blockplan ¥ = (V, 8B, €) gibt, so exi-
stiert auch ein symmetrischer Blockplan T1 = (V', 8, €) mit Parameterm

(4.3) V=0+1Dv, K=kr und A =khx.
Beweis. Wir numerieren die Punkte und Parallelklassen von ¥ als pq, ..., p, bzw.
P1, ..., P, und definieren , Hilfsmatrizen“ M; = (mf.lj) firh =1,...,r durch

n 1 falls p;, p; € B fiirein B € P, gilt

Y 0 sonst.
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Die Eigenschaften eines affinen Blockplans liefern dann leicht die folgenden Glei-
chungen:

wJ  fiirh #£1
44 MyMT = 7
kM firh =1
fiiralle h,l = 1, ..., r. Wir verwenden nun wieder eine Inzidenzmatrix A fiir 2;

dann gilt offenbar AAT = Y h—1 Mj, und daher — wie im Beweis von Satz X.1.12 —

r r
(4.5) S MM =k My = k(r — M) +kArJ,
h=1 h=1

wobei wir noch (4.4) verwendet haben. Wir schreiben nun M| fiir die 0-Matrix und
bilden die zirkulante Matrix

My M; ... M, Lo

My M, ... My Ly
L = . = .

M, My ... M, L,

Unter Verwendung der Gleichungen (4.4) und (4.5) berechnen wir

(r—Duld fiir h # 1
(4.6) LyL] = # #
k(r — M) +krJ  fiich = 1.

Nun gilt aber (r — 1) = kX nach (4.2), weswegen sich aus (4.6) die Gleichung
4.7) LLT =k(r — M1 +kAJ

ergibt. Somit ist L eine Inzidenzmatrix fiir den gesuchten symmetrischen Block-
plan IT. O

Es sei noch angemerkt, dal man die im Beweis verwendete Matrix L als Inzi-
denzmatrix eines symmetrischen (r + 1, r, r — 1)-Blockplans deuten kann, wenn
man Mo mit 0 sowie alle von My verschiedenen Eintrige mit 1 identifiziert. Dies
ist hier der — in unserem Fall triviale — zu Grunde liegende ,,kleine* symmetrische
Blockplan.

Wir verwenden nun unsere Beispiele 4.2 und 4.3 von affinen Blockplidnen und
erhalten das folgende
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Korollar 4.6. Es gibt symmetrische Blockpline mit Parametern
(4.8) v=g¢""@"+- +q+2), k=q"@' +--+q+1) und

h=q"q" "+ g+ D)
fiir jede Primzahlpotenz q und jedes d € N.

4.9) v = 16n2, k=2n(@n—1) und » =2n2n — 1),
falls eine Hadamard-Matrix der Ordnung 4n existiert. O

Mit Satz 3.10 ergibt sich aus Korollar 4.6 noch eine weitere interessante Fol-
gerung, namlich

Korollar 4.7. Falls eine Hadamard-Matrix der Ordnung 4n existiert, so gibt es
auch eine reguliire Hadamard-Matrix der Ordnung 16n>. O

5 Differenzmengen und Gruppenringe

Wir wenden uns nun Differenzmengen zu. Wie wir aus Korollar X.2.5 wissen —
und schon mehrfach verwendet haben — impliziert die Existenz einer (v, k, A)-
Differenzmenge die eines symmetrischen (v, k, A)-Blockplans. Wir wollen uns als
erstes iiberlegen, dal} auch eine geeignete Umkehrung gilt. Dazu zunichst die

Definition 5.1. Sei [T = (V, 8, €) ein symmetrischer (v, k, A)-Blockplan. Wenn
G eine auf den Punkten wie den Blocken reguldr operierende Automorphismen-
gruppe von [T ist, nennt man G eine Singergruppe fiir I1.

Satz 5.2. Sei D eine (v, k, 1)-Differenzmenge in einer abelschen Gruppe G. Dann
ist dev D ein (v, k, M)-Blockplan, der G als Singergruppe zuldft. Umgekehrt hat
Jjeder symmetrische Blockplan mit einer Singergruppe eine derartige Darstellung.

Beweis. Sei zuniéchst D eine (v, k, A)-Differenzmenge. Nach Satz X.2.4 wissen wir
bereits, dal
devD =(G,{D+g|geG},e

ein symmetrischer (v, k, A)-Blockplan ist; man beachte dabei, daf} hier wegen Satz
1.2 keine wiederholten Blocke auftreten konnen und somit die Blocke tatsédchlich
eine Menge bilden. Es ist dann klar, daB3 G per Rechtstranslation als Singergruppe
von dev D operiert, wenn wir

Tg:x—>x+g D+x— D+x+g firgeG

setzen.
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Sei nun umgekehrt ein symmetrischer (v, k, A)-Blockplan IT mit Singergruppe
G gegeben. Wir konnen dann die Punktemenge von IT mit G identifizieren, indem
wir ausgehend von einem ,,Basispunkt® p die Bilder von p unter den Elementen
von G durchlaufen. Analog konnen wir auch die Blocke als die Bilder eines ,,Ba-
sisblocks D erhalten, den man dann durch Identifikation seiner Punkte mit den
zugehorigen Elementen in G auch als eine Teilmenge von G auffassen kann; damit
nehmen alle Blocke die Form D + x = {d + x | x € G} an, wobei x tiber G
lauft. Insgesamt haben wir also IT in die Form dev D gebracht. Daf} dabei D eine
Differenzmenge sein muf}, folgt nun ganz analog zum Beweis von Satz X.2.4. O

Differenzmengen sind also nichts anderes als symmetrische Blockplidne mit
einer besonders schonen Gruppe! Aus dem Satz von Singer (Satz IX.5.7) und Ubung
X.1.4 folgt sofort

Satz 5.3. Sei g eine Primzahlpotenz und d > 1 eine natiirliche Zahl. Dann gibt es
eine zyklische Differenzmenge mit Parametern

d—l_l

(5.1) V=" k= und ) = ———.
qg—1 qg—1 qg—1 O

Das wichtigste Problem in der Theorie der Differenzmengen ist die Frage, wel-
che (abelschen) Gruppen derartige Mengen enthalten oder — etwas einfacher, aber
immer noch ziemlich aussichtslos — welche Parameter iiberhaupt auftreten konnen.
Dabei sind wir natiirlich nur an nichttrivialen Beispielen interessiert, wir verlangen
also 2 < k < v — 2. Man kann derartige Probleme nur mittels algebraischer Me-
thoden angehen; insbesondere benétigt man dazu den Begriff des ,,Gruppenrings®,
den wir jetzt einfithren wollen.

Seien G eine multiplikativ geschriebene Gruppe und R ein kommutativer Ring
mit Einselement 1. Der Gruppenring RG besteht aus allen formalen Summen
Z 2eG g8 wobei die Koeffizienten a, aus R kommen, zusammen mit den wie
folgt definierten Operationen Addition (4) und Multiplikation (-):

(Xﬁﬂ)+(2kw)=§}@+%m;

geG geCG geG

(ngg>.<}§;shh)=2( Z rgsh)k.

geG keG g, heG
gh=k

Man kann nun durch Nachrechnen iiberpriifen, da RG damit in der Tat zu einem
Ring wird (der genau dann kommutativ ist, wenn G abelsch ist): RG ist beziiglich
der Addition eine abelsche Gruppe mit der Null Oe und beziiglich der Multiplikation
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eine Halbgruppe mit der Eins le, und es gelten die Distributivgesetze; wir haben
dabei das neutrale Element der Gruppe G mit e bezeichnet und den Ring R durch
die Identifikation r <> re in RG eingebettet. Wir fiihren nun einige allgemein iibli-
che Konventionen ein, von denen manche zwar streng genommen einen ,,abuse of
notation™ darstellen, also nicht ganz korrekt sind, aber wesentlich leichter lesbare
Formeln ergeben. Zunichst identifizieren wir die neutralen Elemente fiir die Multi-
plikationen in R, G und RG und bezeichnen sie siamtlich als 1; dann schreiben wir
fiir » € R statt der oben verwendeten Notation re einfach r. Analog ist eine ganze
Zahl z in RG als die Summe von z Kopien des gemeinsamen Einselementes 1 von
R, G und RG zu interpretieren. SchlieBlich identifizieren wir noch jede Teilmen-
ge S von G mit der formalen Summe ihrer Elemente in RG und benutzen somit
dasselbe Symbol S auch, um dieses Element des Gruppenrings zu bezeichnen:

S:Zg.
ges

Insbesondere wird also die formale Summe aller Gruppenelemente einfach wieder
als G geschrieben. Sei nun ¢ eine ganze Zahl; dann schreibt man

5.2) AD = Z a,g" fiir A = Z agg.
8eG geG

Weiterhin setzt man eine Abbildung « : G — H von G in irgendeine Gruppe H
wie folgt zu einer linearen Abbildung vom Gruppenring RG in den Gruppenring
RH fort:

(5.3) a(A) = Z aga(g) fiir A = Z agg.
geG geG
SchlieBlich benétigen wir noch die Schreibweisen
(5.4) |Al=> a, und [Al;=a, firA=>) a,g.
geG geG

Wir konnen nun die definierende Bedingung einer Differenzmenge in eine Glei-
chung im ganzzahligen Gruppenring ZG iibersetzen. Natiirlich treten dabei statt
Differenzen formal Quotienten auf, da wir die zu Grunde liegenden Gruppe G
multiplikativ schreiben miissen.

Lemma 5.4. Eine Teilmenge D einer multiplikativ geschriebenen Gruppe G der
Ordnung v ist genau dann eine (v, k, 1)-Differenzmenge, wenn die folgende Glei-
chung in Z.G gilt:

(5.5) DDV = (k — 1) + AG.
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Beweis. Man beachte zunichst, daf3 der Koeffizient des neutralen Elementes 1 von G
in Gleichung (6.3) k ist, was gerade bedeutet, dal D eine k-Menge ist. Alle anderen
Gruppenelemente erscheinen auf der rechten Seite von (6.3) mit Koeffizient A, und
auf der linken Seite dieser Gleichung ist der Koeffizient von g € G gerade die
Anzahl aller Paare (c, d) € D mit cd~! = g. Das zeigt schon unsere Behauptung.

O

Lemma 5.4 erlaubt es nun, das Existenzproblem fiir Differenzmengen zu unter-
suchen, indem man die Losbarkeit der Gleichung (6.3) studiert. Wir werden dafiir
einige elementare, aber dennoch beeindruckende Beispiele kennenlernen. Ein ver-
tieftes Studium erfordert technisch kompliziertere Hilfsmittel, nimlich sowohl Dar-
stellungstheorie (also fiir abelsche Gruppen Charaktertheorie) als auch algebraische
Zahlentheorie, insbesondere Kreisteilungskorper. Derartige Methoden gehen weit
iiber den Rahmen unseres Buches hinaus; wir verweisen den interessierten Leser
auf Beth, Jungnickel und Lenz [1999, Chapter VI] und die dort zitierte Literatur.

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit drei einfachen Resultaten, die wir spater
benotigen werden.

Lemma 5.5. Sei G eine multiplikativ geschriebene abelsche Gruppe der Ordnung
v und p eine Primzahl. Dann gilt fiir jedes A € 7.G die Kongruenz

AP) = AP (mod p).

Beweis. Mit A = ), a,g ergibt sich wegen Ubung 1.2.9

geG

AP = <Zagg)p = Zaggp-i-pc

geG geG

fiir ein geeignetes C € ZG, da alle anderen auftretenden Multinomialkoeffizienten
durch p teilbar sind. Daher folgt die Behauptung aus dem kleinen Fermatschen
Satz x? = x (mod p) fiir x € Z. O

Lemma 5.6. Sei G eine multiplikativ geschriebene abelsche Gruppe der Ordnung
v und p eine Primzahl, die v nicht teilt. Dann kann fiir A € ZG die Kongruenz
A" = zG (mod p) fiir ein z € Z und ein m € N nur gelten, wenn bereits
A = yG (mod p) fiir ein'y € 7 gilt.

Beweis. Da p kein Teiler von v ist, gibt es eine natiirliche Zahl ¢, fiir die p’ = 1
. . . . . cl !

(mod v) gilt. Wir wihlen ein ¢ € N mit ¢t > m. Dann ist g = g/ = g fiir alle

g € G sowie aufgrund unserer Voraussetzung

AP" = A AP = 2 AP G (mod p).
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Mit Lemma 5.5 folgt

A= Zagg = Z aggpm = AP = AP" (mod p)
geG geG

und daher A = yG (mod p) fiir y = Z|Al’”—m | -

Lemma 5.7. Sei G eine multiplikativ geschriebene abelsche Gruppe. Dann gilt fiir
beliebige A, B C G
— =D
|ANBg|=[AB ]g.
Beweis. Ein beliebiges Element a € A liegt genau dann in Bg, wennes einb € B
mit a = bg gibt; dies ist aber gleichbedeutend mit ab~! = g. Daher ist die Anzahl
der Elemente a € A N Bg in der Tat der Koeffizient von g in AB™D. O

6 Multiplikatoren

Die Darstellung eines symmetrischen Blockplans IT mit Singergruppe G durch
eine Differenzmenge D liefert uns unmittelbar die regulédr operierende Automor-
phismengruppe G. Meist wird aber IT noch viele weitere Automorphismen besitzen,
wie das fiir die klassischen projektiven Ebenen und die Blockpléne PG, (n, q) der
Fall ist, siehe Beispiel IX.5.3. Oft kann man einige dieser weiteren Automorphis-
men mit Hilfe der Differenzmengendarstellung finden, indem man die von Marshall
Hall im Jahre 1947 eingefiihrten ,,Multiplikatoren™ verwendet. Im abelschen Fall —
auf den wir uns der Einfachheit halber beschrinken wollen — kann ein Multiplikator
von D als ein Automorphismus « der Singergruppe G definiert werden, der einen
Automorphismus von I1 = dev D induziert. Besonders wichtig sind die numeri-
schen Multiplikatoren, die die Form o : x +— tx fiir eine zu v = |G| teilerfremde
ganze Zahl ¢ haben; man nennt dann auch ¢ selbst einen numerischen Multiplikator.
Man sieht sofort, dafl # genau dann ein Multiplikator ist, wenn t D = D + g fiir ein
geeignetes g € G gilt. Man beachte, dafl im Fall einer zyklischen Gruppe G jeder
Multiplikator numerisch ist, da dann die Automorphismengruppe von G genau aus
den Abbildungen o : x > tx fiir eine zu v = |G| teilerfremde ganze Zahl ¢ besteht.

Beispiel 6.1. Die (7,3,1)-Differenzmenge D = {0, 1, 3} C Z7 hat die Multipli-
katoren 1, 2 und 4; beispielsweise gilt 2D = {0,2,6} = D + 6. Die Paley-
Differenzmengen aus Satz 3.6 haben nach Konstruktion jedes Quadrat als Mul-
tiplikator.



264 XI Symmetrische Blockplidne und Differenzmengen

Die Bedeutung des Multiplikatorbegriffs liegt darin, dal man oft bereits aus
den Parametern einer hypothetischen abelschen Differenzmenge D die Existenz
gewisser numerischer Multiplikatoren herleiten kann, die man dann entweder zur
Konstruktion der Differenzmenge oder aber auch zu einem Nichteexistenzbeweis
verwenden kann; wir werden fiir diesen Ansatz etliche interessante Beispiele an-
geben. Die eben skizzierten Ideen gehen auf die fundamentale Arbeit von Marshall
Hall [1947] zuriick, wo der Spezialfall zyklischer planarer Differenzmengen (also
zyklischer (n>+n+1, n+ 1, 1)-Differenzmengen) untersucht wurde. Seine Ergeb-
nisse wurden dann von Chowla und Ryser [1950] auf abelsche Differenzmengen
mit beliebigem A verallgemeinert:

Satz 6.2 (Erster Multiplikatorsatz). Sei D eine abelsche (v, k, A)-Differenzmenge;
ferner sei p eine Primzahl, die n = k — A teilt, aber nicht v. Falls p > A gilt, ist p
ein Multiplikator fiir D.

Korollar 6.3. Sei D eine abelsche planare Differenzmenge der Ordnung n. Dann
ist jeder Teiler von n ein Multiplikator fiir D.

Halls Beweis (wie auch seine Verallgemeinerung durch Chowla und Ryser) war
ausgesprochen technischer Natur und benétigte mehrere Seiten; hinterher war der
Satz zwar bewiesen, aber sein tieferer Grund blieb eher unklar. Mehr als 30 Jahre
spater fand Lander [1980] einen wesentlich erhellenderen, konzeptionellen Beweis,
der spiter von Pott [1988,1990] und von van Lint und Wilson [2001] noch weiter
vereinfacht wurde. Wir fiihren jetzt einen derartigen Beweis vor, der einen ersten
Eindruck von der Stirke des Gruppenring-Ansatzes liefern wird und an Kiirze und
Eleganz wohl nicht mehr iibertroffen werden kann. Der Beweis zerfilltin zwei Teile,
namlich ein rein kombinatorisches Lemma und ein algebraisches Argument. Das
kombinatorische Resultat ist die folgende einfache Charakterisierung der Blocke
eines symmetrischen Blockplans von Lander [1980].

Lemma 6.4. Sei S eine Menge von k Punkten in einem symmetrischen (v, k, 1)-
Blockplan. Falls S jeden Block in mindestens ) Punkten schneidet, ist S selbst ein
Block.

Beweis. Wir numerieren die Blocke als By, ..., B, und setzen a; = |SN B;|. Indem
man die Paare (x, B;) mit x € B; N S sowie die Tripel (x, y, B;) mitx,y € BiNS
und x # y jeweils auf zwei Weisen abzihlt, ergeben sich die Gleichungen

v v
Y ai=k und ) ai(a—1)=k(k— 1

i=1 i=1
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Damit folgen

v
3 (@ — 1) = k(k — DA+ k> = 2042 + 032
i=1

= —A(k®> = 1) + k(k — )
= -k —A) + k(k — 1) = n?,
wobei wir fiir die letzte Gleichung (1.1) verwendet haben, sowie
v
Z(ai —A) = k> — v =n.
i=1

Nun nimmt die Summe der Quadrate von v nichtnegativen ganzen Zahlen mit
Summe 7 ihr Maximum n? genau dann an, wenn eine dieser Zahlen gleich n ist
und alle anderen O sind. Daher gibt es einen Index j mit

)k firi=
A fiird # J,

a;

womit S in der Tat ein Block ist. O

Wegen Lemma 6.4 folgt nun Satz 6.2, falls wir
(6.1) IpDN(D+g)| =X firallege G

zeigen konnen. In Anbetracht der Voraussetzung p > X reicht es dazu, die folgende
Kongruenz nachzuweisen:

(6.2) [IpDN (D +g)|=A (mod p) firalleg € G.

Alle bekannten Beweise bendtigen hierfiir algebraische Argumente und verwen-
den den ganzzahligen Gruppenring ZG von G; daher schreiben wir fiir den Rest
des Beweises G multiplikativ. Nach Lemma 5.4 muf} die Differenzmenge D die
Gleichung

(6.3) DDV = (k— 1) + G
erfiillen, und die Behauptung (6.2) iibersetzt sich in

(6.4) IDP) N Dg| = A (mod p) fiiralle g € G.
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Lemma 5.7 legt es nun nahe, (6.4) nachzuweisen, indem man das Gruppenring-
element D D1 modulo p auswertet. Wir reduzieren also alle Koeffizienten
modulo p; anders gesagt, arbeiten wir ab jetzt im Gruppenring Z,G iiber dem
Korper Z,, der Reste modulo p, wobei wir nunmehr endlich die Voraussetzung
pln = k — X benutzen. Mit Gleichung (6.3), der Tatsache DG = kG sowie
Lemma 5.5 ergibt sich die folgende Rechnung in Z,G:

pP@pEh — pppE=h = DP—](DD(—l))
= D" '(AG) = AkP71G = APG = AG,

womit wir schon die bendtigte Kongruez (6.4) erhalten haben. O

Es gibt weitere Multiplikatorsitze, deren Essenz darin besteht, die Vorausset-
zung p > A in Satz 6.2 durch schwichere (aber wesentlich kompliziertere) Vor-
aussetzungen zu ersetzen; man vermutet ndmlich, daf} diese Voraussetzung nicht
wirklich benotigt wird (multiplier conjecture). Der interessierte Leser sei hierfiir
auf Beth, Jungnickel und Lenz [1999] und die dort zitierte Literatur verwiesen. Um
Satz 6.2 anzuwenden, benétigen wir noch das folgende einfache Resultat; ab jetzt
schreiben wir die Gruppe G wieder additiv.

Lemma 6.5. Sei D eine abelsche (v, k, ))-Differenzmenge in G. Falls k und v
teilerfremd sind, existiert ein Element b € G, fiir welches das Translat D + b unter
Jjedem Multiplikator festbleibt.

Beweis. Es sei D = {d, ..., d;}. Da k und v teilerfremd sind, ist die Abbildung
x +— kx bijektiv, weswegen es genauein b € G mitdy +---+dy + kb = 0
gibt. Sei nun « ein beliebiger Multiplikator fiir D. Dann gibt es also ein ¢ € G mit
a(D + b) = D + c. Es folgt

0=oald 4 +dp +kb) = a((d +b) + - + (di + b))
=@ +c)+ -+ @ +c)=di+-+d+ke

und somit kc = kb, also ¢ = b. O

Korollar 6.6. Sei M eine Gruppe von Multiplikatoren einer abelschen (v, k, A)-
Differenzmenge in G, und k und v seien teilerfremd. O.B.d.A. werde D von M
festgelassen. Dann ist D die Vereinigung von Bahnen von M auf G, weswegen k
die Summe von Bahnlingen von M ist.

Beweis. Nach Lemma 6.5 konnen wir in der Tat annehmen, dal D unter jedem
Multiplikator festbleibt. Mit d € D liegt somit das Bild von d unter M ganz in D,
womit die Behauptung folgt. O
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Wir geben nun einige ziemlich einfache, aber durchaus typische Beispiele an,
die zeigen, wie man die vorangehenden Resultate anwenden kann.

Beispiel 6.7. Wir untersuchen, ob es eine (37, 9, 2)-Differenzmenge D gibt. Da 37
eine Primzahl ist, gilt G = Z37. Wegen Satz 6.2 muf} 7 ein Multiplikator fiir D sein,
und nach Korollar 6.6 konnen wir annehmen, dall D aus Bahnen der von 7 erzeugten
Multiplikatorgruppe M besteht. Nun gilt M = {1, 7, 12, 10, 33, 9, 26, 34, 16}; bis
auf Aquivalenz — also den Ubergang von D zu einer Differenzmenge der Form
tD + b fiir ein b € G und eine zu v teilerfremde Zahl ¢ — ist daher die einzig
denkbare Moglichkeit fiir D einfach D = M. Man priift nun leicht nach, daB} dies
in der Tat die gewiinschte Differenzmenge liefert.

Beispiel 6.8. Nach Satz IX.5.7 kann die klassische projektive Ebene PG(2, g) stets
durch eine zyklische planare Differenzmenge dargestellt werden. Wir benutzen nun
Multiplikatoren, um ein konkretes Beispiel fiir den Fall » = 5 zu finden. Da v = 31
eine Primzahl ist, konnen wir — wie in Beispiel 6.7 — annehmen, dal 1 € D gilt und
daf} D unter der vom Multiplikator 5 erzeugten Gruppe M = {1, 5, 25} festbleibt.
Es muf} also D = M U aM fiir ein geeignetes a gelten. Mit etwas Probieren findet
man die Moglichkeita = 11.

Beispiel 6.9. Wir untersuchen, ob es eine (31, 10, 3)-Differenzmenge D gibt. Da
31 eine Primzahl ist, gilt G = Z3;. Wegen Satz 6.2 muf} 7 ein Multiplikator fiir D
sein, und nach Korollar 6.6 konnen wir annehmen, dafl D aus Bahnen der von 7
erzeugten Multiplikatorgruppe M besteht. Daaber M = {1, 7, 18, 2, ...} fiinfzehn
Elemente hat, ist dies unméglich; es kann also keine (31, 10, 3)-Differenzmenge
geben.

Beispiel 6.10. Wir zeigen, daf} es keine abelsche (253, 28, 3)-Differenzmenge D
geben kann. Nach Satz 6.2 wire 5 ein Multiplikator fiir D. Da 5 Ordnung 5 (mod 11)
und Ordnung 22 (mod 23) hat, hat die von 5 erzeugte Gruppe M Bahnen der Lingen
1,5,5,22,110und 110 auf G = Z,s3, wie sich der Leser in Einzelheiten iiberlegen
sollte. Nach Korollar 6.6 miifite D also eine Bahn der Lidnge 5 sowie die Bahn {0}
der Linge 1 und die Bahn {11,5-11,5%-11, ... } der Liinge 22 enthalten. Somit liige
die zyklische Untergruppe H der Ordnung 23 von G ganz in D, was offensichtlich
unmoglich ist.

Beispiel 6.11. Wir zeigen, dal} es keine planare abelsche Differenzmenge geben
kann, deren Ordnung n durch 6 teilbar ist. Angenommen, es gibt eine solche Dif-
ferenzmenge D. Wegen Korollar 6.3 und Satz 6.6 kénnen wir dann annehmen, daf3
D unter den Multiplikatoren 2 und 3 festbleibt. Fiir jedes Element d # 0 in D gilt
somit 2d, 3d € D. Wegen A = 1 und 3d — 2d = 2d — d ist dies aber unmoglich.
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Ubung 6.12. Man zeige, daB es keine planare abelsche Differenzmenge geben
kann, deren Ordnung n durch 10, 14, 15 oder 21 teilbar ist.

Ubung 6.13. Man konstruiere explizite Beispiele fiir planare abelsche Differenz-
mengen der Ordnungen 3, 7 und 8.

Ubung 6.14. Man zeige, daB es bis auf Aquivalenz genau eine (19,9,4)-Differenz-
menge gibt.

7 Der Mann-Test

In diesem Anschnitt wollen wir ein weiteres wichtiges Existenzkriterium fiir abel-
sche Differenzmengen kennenlernen, ndmlich den sogenannten Mann-Test, der auf
Mann [1964] zuriickgeht. Wir begniigen uns mit einer einfachen Fassung; die stérke-
re, recht technische Version, die Resultate von Jungnickel und Pott [1988] und von
Arasu et al. [1990] beinhaltet und auch nicht-abelsche Gruppen betrifft, kann man
in § V.7 von Beth, Jungnickel und Lenz [1999] nachlesen. Der Beweis, den wir hier
vorstellen, ist zudem wenig elegant, dafiir aber elementar; mit mehr algebraischen
Hilfsmitteln lassen sich die von uns durchgefiihrten Rechnungen vermeiden. Wir
erinnern daran, daf} der Exponent einer abelschen Gruppe G das kleinste gemein-
same Vielfache aller Ordnungen von Elementen von G ist.

Satz 7.1 (Mann-Test). Es sei D eine (v, k, A)-Differenzmenge in einer abelschen
Gruppe G. Ferner sei U eine echte Untergruppe der Ordnung s und vom Index
u = v/s. Wir setzen H = G/U und bezeichnen den Exponenten von H mit u*.
Schlieflich sei p eine Primzahl, die u™ nicht teilt. Falls es eine nichtnegative ganze
Zahl f und einen Multiplikator t von D mit tpf = —1 (mod u*) gibt, kann p kein
Teiler des quadratfreien Teils von n = k — X sein.

Beweis. Wir verwenden den ganzzahligen Gruppenring ZG von G; daher schreiben
wir in diesem Beweis G wieder multiplikativ. Sei « : G — H der kanonische
Epimorphismus von G auf H; wie vereinbart, bezeichnen wir auch die lineare
Fortsetzung von « zu einem Epimorphismus ZG — Z H mit «. Indem wir « auf die
Differenzmengengleichung (6.3) anwenden, erhalten wir die folgende Gleichung
inZH:

(7.1) a(D)a(D™V) = n + AsH.
Wegen tpf = —1 (mod u*) konnen wir 0.B.d.A.

O{(D(_l)) — a(D(tpf)) — Ol(D(pf))
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annehmen, weil ja ¢ ein Multiplikator ist. Mit X := a(D)a(DD) erhalten wir
also aus (7.1) die Identitit

(1.2) X = a(D)a(DP") = n + AsH.

Sei nun p’ die hochste p-Potenz, die n teilt; man schreibt dafiir p? || n. Wegen
(7.2) liegt dann X im von p’ und H erzeugten Ideal von ZH, wofiir man X = 0
mod (p', H) schreibt. Wir zeigen zunichst, daB X # 0 mod (p'*!, H) gelten mu8.
Andernfalls wiirden ndmlich C, C’ € ZH und ein x € Z existieren, fiir die

X=n+iH=pT'C+CH=p"C+xH

gilt. Dann folgt aber p'T!C = n+ (As — x) H und damit — weil H ein Element # 1
enthilt — sowohl p*! | As — x als auch p'*! | n 4+ (As — x), also der Widerspruch
P! | n. Somit ist i die grofte natiirliche Zahl, fiir die X = 0 mod (p’, H) gilt.

Wir untersuchen nun o (D). Es sei j die grofte nichtnegative ganze Zahl mit
a(D) = 0mod (p/, H), also etwa (D) = p/ A+ yH mit A € ZH und y € Z.
Dadie Abbildung Y + Y (") wegen p{u™ ein Automorphismus von ZH ist, folgt
die analoge Gleichung o(D)?") = pi A®") + yH. Mit (7.2) ergibt sich

(1.3) X = (p/ A+ yH)(p! AP + yH) =0 mod (p*, H),

alsoi > 2j. Angenommen, es gilti > 2 j. Wegen (7.3) folgt dann AAP") =0 mod
(p, H), was nach Lemma 5.5 APTH1 = 0 mod (p, H) und dann wegen Lemma 5.6
A = 0 mod (p, H) ergibt. Das bedeutet aber (D) = 0 mod (pj+1, H), im
Widerspruch zur Wahl von j. Somit mufl i = 2; gelten, p teilt also nicht den
quadratfreien Teil von n. O

Wir geben ein einfaches Beispiel fiir die Anwendung des Mann-Testes an; da-
nach folgt ein starkes Korollar, das insbesondere im planaren Fall sehr niitzlich
ist.

Beispiel 7.2. Wir zeigen, dal es keine (25, 9, 3)-Differenzmenge D geben kann;
man beachte, da} die zu Grunde liegende Gruppe abelsch sein miiite. (Ein Ergebnis
der elementaren Gruppentheorie besagt, daB jede Gruppe der Ordnung p?, p prim,
abelsch ist.) Wir wenden Satz 7.1 mit# = 1 und p = 2 auf eine Untergruppe des
Index u = 5 an; wegen 2% = —1 (mod 5) erhalten wir einen Widerspruch, da 2 den
quadratfreien Teil von n = 6 teilt.

Ubung 7.3. Man zeige, daB es keine abelsche (39,19,9)-Differenzmenge gibt.
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Korollar 7.4. Sei D eine abelsche (v, k, A)-Differenzmenge in G. Falls n und v
teilerfremd sind und ein numerischer Multiplikator existiert, der gerade Ordnung
modulo u fiir einen Primteiler u von v hat, ist n notwendigerweise ein Quadrat.

Beweis. Sei m ein Multiplikator fiir D, der gerade Ordnung modulo u hat, etwa 2/;
daraus folgt sofort die Konguenz m" = —1 (mod u). Wir wihlen eine Untergruppe
U von G vom Index u und einen beliebigen Primteiler p von n. Da p nach Vor-
aussetzung von u verschieden ist und da der Multiplikator 1 = m” die Kongruenz
tpf = —1 (mod u) fiir f = 0 erfiillt, konnen wir Satz 7.1 anwenden. Es kann also
keinen Primteiler des quadratfreien Teils von n geben, womit n ein Quadrat ist. O

8 Planare Differenzmengen

In diesem Abschnitt wollen wir noch einmal auf die Primzahlpotenzvermutung fiir
endliche projektive Ebenen zuriickkommen, diesmal unter der Zusatzannahme, daf3
die Ebene eine grofle abelsche Kollineationsgruppe besitzt. Der wichtigste Fall ist
dabei natiirlich der einer abelschen Singergruppe.

Wir betrachten jetzt also planare abelsche Differenzmengen. Hier sind zahlrei-
che Existenztests bekannt, von denen wir einige darstellen werden. Insgesamt ist
die Evidenz fiir die Giiltigkeit der Primzahlpotenzvermutung fiir planare abelsche
Differenzmengen beachtlich: Sie ist jedenfalls fiir » < 2.000.000 und im zykli-
schen Fall sogar fiirn < 2 - 107 korrekt, wie Gordon [1994] bzw. Baumert und
Gordon [2003] gezeigt haben. Hiufig wird sogar die stirkere Vermutung gedufert,
daB die einzigen endlichen projektiven Ebenen mit einer (abelschen) Singergruppe
die klassischen Ebenen PG(2, ¢) sind. Hier ist die konkrete Evidenz gering: Die
Vermutung gilt fiir alle Ordnungen 7 und n? mit n < 9, siehe Bruck [1960]. Es gibt
aber das folgende tief liegende Resultat, das im zyklischen Fall von Ott [1975] und
im abelschen Fall von Ho [1998] bewiesen wurde; sein Beweis wiirde weit {iber
den Rahmen dieses Buches hinausgehen.

Satz 8.1 (Ott-Ho-Theorem). Eine endliche projektive Ebene, die zwei verschiedene
Singergruppen besitzt, ist notwendigerweise klassisch.

Wenden wir uns also der leichteren, aber immer noch fast aussichtslos erschei-
nenden Primzahlpotenzvermutung zu! Mit &hnlichen Methoden wie in Beispiel 6.11
und Ubung 6.12 erhilt man die folgende Einschrinkung, die im wesentlichen auf
Hall [1947] zuriickgeht und von Gordon [1998] auf zahlreiche weitere Produkte
zweier Primzahlen ausgedehnt wurde; einen Beweis findet man in Theorem V1.7.19
von Beth, Jungnickel und Lenz [1999].



XI.8 Planare Differenzmengen 271

Satz 8.2. Die Ordnung einer planaren abelschen Differenzmenge ist durch keine
der Zahlen 6, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 33, 34, 35, 38, 39, 46, 51, 55, 57, 58, 62 und
65 teilbar.

Als néchstes wenden wir den Mann-Test im planaren Fall an:

Satz 8.3. Sei D eine planare abelsche Differenzmenge der Ordnung n in G. Dann
impliziert jede der folgenden Bedingungen, daf3 n ein Quadrat ist; dabei seien p
bzw. q Primteiler von n bzw. von v = n> +n + 1.

(a) Es gibt einen numerischen Multiplikator fiir D, der gerade Ordnung modulo
q hat.

(b) p ist kein quadratischer Rest modulo q.
(¢) n =4 oder 6 (mod 8).
(d) n =1 oder?2 (mod 8) und p =3 (mod 4).

(e) n = m oder m* (mod m* + m + 1), und p hat gerade Ordnung modulo
m*+m+ 1.

Beweis. Das Kriterium (a) ist gerade die Bedingung aus Korollar 7.4. Kriterium (b)
folgt dann aus der Tatsache, da} p ein quadratischer Rest wire, wenn es ungerade
Ordnung modulo ¢ hitte. Sei nun n = 4 oder 6 (mod 8). Dann ist n gerade, und es
gilt v = 5 oder 3 (mod 8). Aufgrund eines bekannten Resultats aus der elementaren
Zahlentheorie kann dann 2 kein quadratischer Rest modulo v sein, weswegen es
einen Primteiler ¢ von v geben muB, fiir den 2 auch kein quadratischer Rest modulo
q ist. Somit ist (¢) ein Spezialfall von (b), wobei wir p = 2 wihlen. Die beiden
iibrigen Kriterien folgen mit dhnlichen Argumenten. O

Satz 8.3 wird dadurch besonders niitzlich, dafl die Existenz einer planaren abel-
schen Differenzmenge quadratischer Ordnung n = m? auch die einer solchen
Menge der Ordnung m impliziert. Wir wollen jetzt dieses Resultat beweisen, das
im zyklischen Fall von Ostrom [1953] und im allgemeinen Fall von Jungnickel und
Vedder [1984] stammt.

Satz 8.4. Wenn es eine planare abelsche Differenzmenge der Ordnung n = m?
gibt, existiert auch eine solche Differenzmenge fiir die Ordnung m.

Beweis. Nach Korollar 6.3 sind m und damit auch m3 Multiplikatoren der gegebenen
Differenzmenge D, wobeio.B.d.A. Dm = D gelte. Wir betrachten die Menge F der
Fixpunkte des Multiplikators m> in der zu Grunde liegenden abelschen Gruppe G.
Nunistx € F zux(m®—1) = 0#quivalent, gilt also genau dann, wenn die Ordnung
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von x ein Teiler von m> — 1 ist. Andererseits teilt die Ordnung jedes Elementes
die Ordnung von G, weswegen F' genau aus denjenigen Elementen von G besteht,
deren Ordnung ein Teiler von ggT(m> — 1, m* + m? + 1) = m*> + m + 1 ist. Nach
einem von Frobenius stammenden elementaren Resultat der Gruppentheorie (siehe
etwa Theorem 9.5.2 bei Hall [1959]) ist die Anzahl dieser Elemente ein Vielfaches
von m%+m+ 1. Man sieht nun leicht ein,daB F # G gilt, womit dann die von F und
den Fixgeraden D + g (g € F) induzierte Inzidenzstruktur eine echte Unterebene
[Tp von IT = dev D bildet. Wegen Satz 1X.7.2 hat [Ty hochstens die Ordnung m,
muf also in unserem Fall genau diese Ordnung haben und eine Baer-Unterebene
bilden; insbesondere gilt | F| = m? 4+ m + 1. Da die Summe von zwei Elementen
in F wieder ein Fixpunkt ist, ist F eine Untergruppe von G, die trivialerweise
reguldr auf sich selbst und damit auf der Baer-Unterebene Ilp operiert. F ist also
eine Singergruppe fiir [1p, und die Behauptung folgt aus Satz 5.2. O

Eine weitere interessante Einschriankung wird sich aus dem folgenden Satz von
Wilbrink [1985] ergeben. Wir iibernehmen den einfachen Beweis von Ghinelli und
Jungnickel [2003a], der mit einigen Rechnungen im ganzzahligen Gruppenring
modulo p bzw. p? auskommt. Fiir Verallgemeinerungen auf beliebige Differenz-
mengen verweisen wir auf Beth, Jungnickel und Lenz [1999, § VL.7].

Satz 8.5 (Satz von Wilbrink). Seien D eine planare Differenzmenge der Ordnung
n in einer multiplikativ geschriebenen abelschen Gruppe G und p ein Primteiler
von n, fiiir den p® kein Teiler von n ist. Falls D unter dem Multiplikator p fest bleibt,
gilt die folgende Gleichung im Gruppenring Z,G:

(8.1) pr' (DY =146

Beweis. Nach Korollar 6.3 ist p ein Multiplikator fiir D, und wegen Lemma 6.5
konnen wir in der Tat annehmen, daB D unter p fest bleibt. Im Gruppenring gilt
also D) = D. In Anbetracht von Lemma 5.5 folgt

D(DP~'—1)=DP —D = pA

fiir ein geeignetes A € ZG und somit auch DEV(DEDYyP—T 1) = pA(’l). Wir
erhalten daher die folgende Konguenz modulo p?:

0= (pA)(pA~) = (DDEV)? + DDV (1 — P! — (DD,
Mit Gleichung (6.3) und DG = DV G = (n + 1)G ergibt sich daraus

82  a(DP '+ (D)) =+ G+ +G) — 2+ 1)PIG.
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Wegen p|n gilt weiterhin
m+GP=G"=m+1D"P"'G=(1-nG mod p?,
wie man leicht nachpriift. Daher reduziert sich (8.2) zu
83 n(DF '+ (D<—1>)"’1) =—-(1-nG+m+G)=n+nG,

woraus die Behauptung folgt, wenn man n = cp fiir eine nicht durch p teilbare
natiirliche Zahl ¢ verwendet. O

Korollar 8.6. Sei D eine planare abelsche Differenzmenge der Ordnung n, wobei
n gerade sei. Dann gilt n = 2, n = 4, oder n ist durch 8 teilbar.

Beweis. Falls n nicht durch 4 teilbar ist, folgt aus Satz 8.5 die Gleichung
(8.4) D+D"V=14G inZG.

Die rechte Seite von (8.4) enthilt n?> + n Gruppenelemente mit Koeffizient 1,
wihrend auf der linke Seite hochstens 2(n + 1) solche Elemente auftreten konnen.
Somit gilt 2(n + 1) > n? + n und daher n = 2. Als nichstes nehmen wir n = 4
(mod 8) an. Dann muB n nach Satz 8.3 ein Quadrat sein, etwa n = m?2. Wegen
Korollar 8.4 gibt es also auch eine planare abelsche Differenzmenge der Ordnung
m. Da m gerade, aber nicht durch 4 teilbar ist, zeigt der bereits betrachtete Fall
m=2,alson = 4. O

Korollar 8.6 stammt von Jungnickel und Vedder [1984], die dieses Ergebnis mit
geometrischen Methoden bewiesen haben. Die erste Hilfte des hier angegebenen
Beweises findet sich bei Wilbrink [1985], der mit dhnlichen — allerdings etwas
komplizierteren — Argumenten auch das folgende Ergebnis fiir den Fall p = 3
erhalten hat; bisher ist es nicht gelungen, Satz 8.5 auch fiir p > 5 anzuwenden.

Korollar 8.7. Sei D eine planare abelsche Differenzmenge der Ordnung n, wobei
n durch 3 teilbar sei. Dann gilt entweder n = 3, oder n ist durch 9 teilbar.

In diesem Zusammenhang erwéhnen wir noch die folgende, vielleicht etwas
kiinstlich wirkende Umformulierung der Primzahlpotenzvermutung: Wenn es eine
planare abelsche Differenzmenge der Ordnung n gibt und wenn p’ |n, aber p'*! tn
fiir eine Primzahl p und ein i € N gilt, folgt n = p’. Die Korollare 8.6 und 8.7
zeigen, daf} diese Vermutung fiir pi € {2, 3, 4} korrekt ist; diese drei Falle sind nach
wie vor die einzigen bekannten allgemeinen Resultate. Beispielsweise scheint es
mit den gegenwirtigen Methoden nicht méglich zu sein, eine so spezielle Serie von
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Ordnungen wie n = p(p + 2) fiir Primzahlzwillinge p und p + 2 auszuschliefen;
dieser Fall wurde von Ho [1991] untersucht. Es bleibt in diesem Gebiet also noch
viel zu tun!

Abschliefend wollen wir kurz projektive Ebenen IT mit einer ,,grolen* abel-
schen Kollineationsgruppe G diskutieren. Genauer gesagt gelte

|G| > ("> +n+1)/2,

wobei n wie liblich die Ordnung von IT sei. Ein wichtiges Ergebnis von Dembowski
und Piper [1967] besagt, daf hier einer der acht folgenden Fille vorliegen muf}, wo-
beit die Anzahl der Bahnen von G auf der Punktemenge (die nach dem sogenannten
Orbittheorem mit der Anzahl der Bahnen auf der Geradenmenge iibereinstimmt,
vgl. Ubung XII1.2.9) und F die Fixstruktur von G bezeichnen:

@) |G|=n*>4+n+1, t =1, F =@: G ist eine Singergruppe fiir IT.

(b) |G| = n?, t = 3, F ist eine Fahne, also ein inzidentes Punkt-Geraden-Paar
(00, Loo).

(¢) |G| = n?, t = n+2, F istentweder eine Gerade mit allen ihren Punkten oder
— dual dazu — ein Punkt mit allen seinen Geraden. Dies sind die sogenannten
(dualen) Translationsebenen.

d |G| = n?—1, t =3, F isteine Antifahne, also ein nicht-inzidentes Punkt-
Geraden-Paar (o0, Lo).

(e) |G| = n? — J/n, t =2, F = (. In diesem Fall ist eine der beiden Bahnen
von G die Punktemenge einer Baer-Unterebene von TI1.

) |G| =n(n—1), t =35, F besteht aus zwei Punkten, ihrer Verbindungsgera-
den und einer weiteren Geraden durch einen der beiden Punkte.

(g) IG] = (n — 1)2, t = 7, F besteht aus den Punkten und Geraden eines
Dreiecks.

() |G| =@m?>—/n+ 1?2 t =2/n+1, F = 0. In diesem Fall bilden 7 — 1
der Bahnen Unterebenen der Ordnung /n — 1.

Diese acht Fille sind intensiv untersucht worden, und in vier von ihnen — ndmlich
fiir Gruppen der Typen (b), (c), (f) und (h) — konnte die Primzahlpotenzvermutung
nachgewiesen werden, wenn auch — mit Ausnahme des Typs (h), der nur fiir die
Ebene der Ordnung 4 vorkommt — bislang keine vollstindige Klassifikation der
auftretenden Beispiele gelungen ist. In sieben dieser Fille — die Ausnahme bildet
der untypische Fall (c) — spielen Verallgemeinerungen von Differenzmengen eine
entscheidende Rolle; dhnlich wie im planaren Fall (a) kann die projektive Ebene
durch eine solche Menge dargestellt werden, was dann wieder eine Untersuchung
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mit Hilfe von Gruppenringen ermdglicht. Wir geben hier nur eine Ubungsaufgabe
an und verzichten ansonsten auf eine nihere Diskussion und verweisen stattdes-
sen auf den umfangreichen Ubersichtsartikel von Ghinelli und Jungnickel [2003a].
In diesem Artikel findet man auBerdem auch eine Auswahl interessanter geome-
trischer Anwendungen solcher Kollineationsgruppen bzw. der zugehorigen verall-
gemeinerten Differenzmengen, wie beispielsweise die Konstruktion von Unitalen
(das sind gewisse in die Ebene eingebettete Blockplidne), Bogen und Familien von
(Hyper-)Ovalen.

Ubung 8.8. Man zeige, daB eine projektive Ebene der Ordnung n mit einer abel-
schen Gruppe des Typs (b) (bzw. (d)) zu einer abelschen relativen Differenzmenge
mit Parametern (n+1,n—1, n, 1) (bzw. (n, n, n, 1)) dquivalent ist; man vergleiche
dazu auch Ubung X.4.3.

9 Die Hadamardsche Ungleichung

Zum AbschluB} dieses Kapitels wollen wir quasi als Anhang Satz 3.1, also die
Hadamardsche Ungleichung, beweisen. Zwar handelt es sich hier um kein Resul-
tat aus der Kombinatorik, sondern aus der Linearen Algebra. Zum einen ist die
Hadamardsche Ungleichung aber fiir die Kombinatorik sehr wichtig, da sie den
Ausgangspunkt fiir das Studium von Hadamard-Matrizen sowie der zugehorigen
Blockpldne und Differenzmengen bildet; und zum anderen gibt es seit einigen Jah-
ren einen besonders einfachen Beweis, der noch lédngst nicht so bekannt ist, wie er
es verdient hitte. Wir werden jetzt diesen von Craigen [1994] stammenden Beweis
darstellen.

Sei also A eine komplexe (m x m)-Matrix mit von 0 verschiedenen Zeilen
ai, ..., ay. Wir wenden das aus der Linearen Algebra bekannte Orthogonalisie-
rungsverfahren an, um aus den a; paarweise orthogonale Vektoren by, ..., b, zu
konstruieren, die denselben Unterraum des C" erzeugen (aber ohne die neuen Vek-
toren zu normieren). Dann gilt also b; = a;; und wenn paarweise orthogonale
Vektoren by, ..., b (k < m) mit (ay,...,ar) = (b1, ..., by) bereits gefunden
sind, wird by aus der Forderung

br+1 = ag+1 + k41 mitcgyg € (ay, ..., ax)und by L (b1, ..., by)

bestimmt, indem man cgy+1 = A1b; + - - - + Agby ansetzt und A; jeweils aus der

Bedingung kaJr] b; = 0 ausrechnet. Dabei ist zu beachten, daf} stets biT b; # 0 gilt,

da A nach Voraussetzung keine Nullzeile enthélt. Insbesondere ist also ¢, eine
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Linearkombination von ay, . .., a,—1, weswegen
aj ai ai
det A = det = det = det
am—1 am—1 am—1
am b —cm b

gilt. Fahrt man so fort, erhélt man schlieBlich det A = det B, wobei B die Matrix
mit Zeilen by, . .., b, bezeichnet. Da je zwei Zeilen von B orthogonal zueinander
sind, folgt mit dem Determinantenproduktsatz

©.1) |det A| = |det B] = vV det B det B = ~/det B det B*
= Vet BB* = \/det (diag(lbu 1. ... b ]12))

= b1l - - - 11bmll,
wobei B* wie iiblich die komplex-konjugierte und transponierte Matrix zu B be-
zeichnet. Andererseits gilt fiirk = 1, ..., m — 1 die Abschitzung
laktill = 1bk+1 = el = \/(bk+1 = i) T (Biy1 — Cer1)

= bl ber + el = bl

da wir ja cxq1 € (a1, ..., ax) = (b1, ..., bx) L by erreicht hatten; dabei haben
wir genau dann Gleichheit, wenn ¢4 = 0 gilt, also fiir ax+1 = bg41. Zusammen
mit (9.1) ergibt sich nun direkt die Hadamardsche Ungleichung (3.1). Schlielich
erhalten wir genau dann Gleichheit, wenn a; = by, alsocy =0, fiirk =1,...,m
gilt. Nach unserer Konstruktion der ¢ bedeutet diese Bedingung aber gerade, daf3
je zwei der Zeilen a; orthogonal zueinander sind. O
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In diesem Kapitel betrachten wir Partitionen natiirlicher Zahlen. Darunter verstehen
wir eine Darstellung n = ny + - - - 4+ n, mit natiirlichen Zahlen, bei der es uns auf
die Reihenfolge der Summanden nicht ankommt. Aquivalent hierzu kénnen wr uns
eine Partition von n auch als eine disjunkte Zerlegung einer n-elementigen Menge
vorstellen, bei der es uns nur auf die Méchtigkeiten der Bestandteile ankommt. Zum
Studium dieses Begriffes werden wir zunéchst ganz allgemein ein méchtiges Werk-
zeug einfiihren, das bei Abzihlproblemen aller Art von fundamentaler Bedeutung
ist, ndmlich erzeugende Funktionen. Zu diesem Thema gibt es dicke Biicher; ganz
besonders sind die beiden Monographien von Stanley [1986,1999] zu empfehlen.
Ein weiteres Standardwerk zur Enumeration ist Goulden und Jackson [1983].

1 Formale Potenzreihen
Fiihrt man in der Menge
C% = {(ag, a1, ...) | ap, a1, -~ € C}

aller Folgen von komplexen Zahlen zwei Verkniipfungen ein, nédmlich

¢ komponentenweise Addition:

(ap,ay,...)+ (bo, b1, ...) = (ap + bo,a; + by, ...)
* Multiplikation wie bei Polynomringen, siehe § VIIL.5:

(ag, ay, ...)(bo, by, ...) = (aobo, agb1 + aiby, ...),

so wird C%+ zu einem Ring im Sinne der Algebra; man bezeichnet ihn als den Ring
der formalen Potenzreihen in einer Unbestimmten und beniitzt fiir ihn auch das
Symbol C[[z]]. Der Polynomring C[z] ist also der Unterring aller derjenigen forma-
len Potenzreihen tiber C, fiir die nur endlich viele Koeffizienten von O verschieden
sind.
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Man kann in C[[z]] auch unendliche Summen definieren, sofern dabei in jeder
Komponente nur endlich viele Summanden # O auftreten. Setzt man — wie bei der
Definition der Polynomringe — z = (0, 1, 0,0, ...), so wird wieder

7'=(,...,0,1,0,...)

(mit der 1 in der (n 4 1)-ten Komponente), und man darf
0
(ao, ay, ...) =ao+a1z+a2z2 +---= Zanz”
n=0

schreiben, so daf} das iibliche Potenzreihen-Bild entsteht und die fiir Potenzreihen
gewohnten Rechenmethoden in Kraft treten. Wir erwihnen die folgende wichtige
Identitt, die wir im folgenden ohne weiteren Kommentar verwenden werden:

1
.1 > = e fiir ¢ € N.

Dabei ist diese Formel im Kontext formaler Potenzreihen — in dem ja der Bruch
l+2C bisher nicht erklirt ist — nur als eine andere Schreibweise fiir die Identitit

(1- zf)(iz”’) =1
n=0

anzusehen, deren Giiltigkeit man mit den oben gegebenen Definitionen leicht direkt
nachrechnet, womit die Potenzreihe 1 — z¢ in der Tat in C[[z]] invertierbar ist.

Der Bereich des analytisch Altbekannten dehnt sich noch weiter aus, wenn man
sich auf

o0
Ceonvlzl = { (ag, ay, ...) | die Potenzreihe Zanz”
n=0

hat strikt positiven Konvergenzradius}

zuriickzieht. Hier darf man im Konvergenzbereich die Potenzreihe mit der durch sie
dargestellten Funktion identifizieren und mit diesen Funktionen wie tiblich rechnen.
Dazu ein Beispiel: Fiir |z| < 1 gelten

o0 1 o] 1
"= sowie D't = ——
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und dann auch

Oonoolmm_l 1—1_Oozk
<nX=(:)Z)(mX=;)(_)Z)_l—z'l—i—z_l_zz—;z-

Ubung 1.1. Der Leser moge das eben vorgefiihrte Beispiel im formalen Zusam-
menhang interpretieren und bestitigen sowie die allgemeine Identitét

[e.0]
1
1.2 —1)'z" = —— firceN
(1.2) n§_0j( ) o

beweisen.

Eine formale Potenzreihe ist also einfach eine Folge (ag, ay, ...). Nach (1.1) ist
beispielsweise lsz eine kurze Schreibweise fiir die Folge (1, 1, . . . ); wir sagen dann

auch, daf} 1sz die erzeugende Funktion dieser Folge ist. Formale Potenzreihen und
erzeugende Funktionen sind ein wirkungsvolles Hilfsmittel bei der Untersuchung
von Zahlenfolgen (ag, ay, ...). Wir werden uns die Freiheit nehmen, von Fall zu
Fall auch Potenzreihen und Funktionen in mehreren Unbestimmten bzw. Variablen
zu betrachten. Die dazu benétigten Verallgemeinerungen werden in jedem Falle auf
der Hand liegen.

2 Erzeugende Funktionen von Partitions-Anzahlen

Wir prizisieren zunéchst die Definition einer Partition einer natiirlichen Zahl und
fiihren einige Bezeichnungen ein.

Definition 2.1. Essei N* = | J72, N" die Menge der nichtleeren endlichen Folgen
von natiirlichen Zahlen, vgl. Definition VIII.1.1. Wir nennen zwei Elemente von
N* dquivalent, wenn sie gleiche Linge haben und durch Permutation ihrer Eintriige
ineinander iibergehen. Die (n1, ..., n,) enthaltende Aquivalenzklasse bezeichnen
wir mit [(ny,...,n,)];wennn| + ---+n, = nist, heibt 7 = [(ny, ..., n,)] eine
Partition der natiirlichen Zahl n. Ublicherweise nennt man ny, ..., n, die Teile
oder Komponenten von 7 ; meist werden wir 0.B.d.A. n; > nj - - - > n, annehmen
und dann einfach (ny, ..., n,) statt [(ny, ..., n,)] schreiben. Wir bezeichnen die
Menge aller Partitionen von n mit $, und die Menge 51 U P, U. .. aller Partitionen
natiirlicher Zahlen mit 2.

Die Grundaufgabe der Theorie der Partitionen besteht in der Bestimmung der
Michtigkeiten der &, und einiger verwandter Mengen. Eine einfache Veranschau-
lichung der durch (ny, ..., n,) gegebenen Partition 7 von n gewinnt man, wenn
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man in Z? die Gitterpunkte

1,=D,...,(n,—=1)
1,-2),...,(n2,—2)

(1, =r),...,(n,, —r)

markiert. Fiir (5,5,3,1,1) erhélt man so beispielsweise das Partitionsbild

In der Literatur werden Partitionsbilder meist als Ferrers-Diagramme bezeichnet.
Durch Umklappen eines Partitionsbildes um seine Hauptdiagonale erhilt man in
eineindeutiger Weise wieder ein Partitionsbild. So gewinnt man miihelos den

Satz 2.2. Sei n eine natiirliche Zahl. Es gibt genau so viele Partitionen von n mit
< r Teilen wie Partitionen von n mit lauter Teilen < r.

Ubung 2.3. Man arbeite einen formalen Beweis dieses Satzes aus, indem man das
Umklappen als eine Bijektion von £, auf sich darstellt.

Definition 2.4. Seien S C N, r,n € N. Mit p(S, r, n) bezeichnen wir die Anzahl
Ky, ...,np) [ny,.ooo,n, €8, np >--->np, np +---+n, =nj|

aller Partitionen von n in r Teile, die sdmtlich aus S entnommen sind, und mit
pa(S, r, n) die Anzahl

|{(nlv’-'9nr)|n17"'9nrES’ ny>-:-->ny, nl+"'+nr=n}|

aller Partitionen von n in r paarweise verschiedene, aus S entnommene Teile.
Zusitzlich vereinbaren wir die folgenden Konventionen:
p(S,0,n) = pa(S,0,n) =0 firn=1,2,...
p(S,r,0)=pa(S,r,0) =0 firr=1,2,...
p(S,0,0) = pa(S,0,0) =1
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Satz 2.5. Sei S € N. Dann gilt fiir |q) < 1 und |z| < ik

@2.1) Y pSrmg" =[] 1

n=0r=0 nes - an
00 00
2.2) Y > paS,rmg" =[]0 +2¢"
n=0r=0 nes

Beweis. Man beachte zunéchst, da3 die rechten Seiten der Gleichungen (2.1) und
(2.2) nach bekannten Sitzen tiber unendliche Produkte im angegebenen Bereich
konvergent sind; im iibrigen konnen die folgenden Rechnungen auch rein formal
durchgefiihrt werden. Wir schreibendazu § = {n1,ny, ...} mitl <n; <np < ---
Dann gilt fiir jedes K € N

< Z Zrquknk)

rr=0

0o 00
Z ri4rg r|n1+---+r1<n1< ZZ (K )(r, nz'q"

K

o0 [e.0]
r1=0 rg=0 n=0r=0

wobei p(K)(r, n) anzeigt, wie oft ry 4+ -+ +rg = rmitryn; +---+rgng =n
vorkommt. Das ist fiir r = 0, n = 0 genau einmal der Fall, und es gilt daher
p®)(0,0) = 1; man sieht ferner p&)(0,n) = p&)(r,0) = 0 fiir alle r, n € N.
Ansonsten ist p(K )(r, n) die Anzahl der Partitionen von n in r Teile, bei denen
jeweils r; Teile die GroBe n; haben (i = 1,..., K), so daf} insbesondere S =
{ni,ny, ...} nur bis ng in Anspruch genommen wird. Lat man nun K wachsen,
so steigt p(K )(r, n) nach endlich vielen Schritten auf den Endwert p(S, r,n). Die
Uberlegungen, die nun noch nétig sind, um (2.1) sicherzustellen, sind einfacher
technischer Natur und mogen dem Leser tiberlassen bleiben. Fiir den Nachweis
von (2.2) gehen wir ganz dhnlich vor:

K K1
[Ja+zg"™ =] ( > z”‘q”‘"k>
k:1

k=1 r=0
1 1 oo 00
= Z . Z Zr1+---+r1<qr1n1+~-+r1<n1< ZZ )(r i’l)Z
r1=0 rg=0 n=0r=0

wobei pfiK)(r, n) anzeigt, wie oft ry + -+ +rg = rmitrin| +---+rgxng =n
und r; € {0, 1} vorkommt. Offenbar gelten p'’(0,0) = 1 und p{*(0,n) =
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pflK) (r,0) = O fiir alle r, n € N, und ansonsten ist pl(iK)(r, n) die Anzahl der Parti-

tionen von n in maximal K Teile, bei denen jeder Teil eine GroBe aus {n, ..., ng}
hat und jede Grofle hochstens einmal auftritt. Man schlieft nun wie vorhin den
Beweis ab. O

Der Leser moge als Ubung diesen Beweis um die ausgelassenen Konvergenz-
betrachtungen (,,Epsilontik™) erginzen. Wir bezeichnen nun fiir S € N mit p(S, n)
die Anzahl aller Partitionen von # in Teile aus S und mit p4 (S, n) die Anzahl aller
Partitionen von n in paarweise verschiedene, aus S entnommene Teile. Wenn man
in Satz 2.5 z = 1 setzt, ergibt sich unmittelbar das folgende

Korollar 2.6. Sei S C N. Dann gilt fiir |q| < 1

23) > rSmg" =] 5 L
n=0 nes —4
(2.4) Y pa(S,mg" =[] +4q".
n=0 nes

Insbesondere erhalten wir im Spezialfall S = N die folgenden Formeln fiir die
Anzahl p(n) aller Partitionen von n sowie die Anzahl p;(n) aller Partitionen von
n in lauter verschiedene Teile:

Korollar 2.7. Fiirn € N gilt

o0

2.5) > pog" =TT =
n=0 neN — 4

(2.6) Y pamg" =[]0 +4q".
n=0 neN

SchlieBlich bedeute p,(r, n) die Anzahl aller Partitionen von n mit genau r
Teilen, die samtlich von verschiedener Grof3e sind; natiirlich ergibt sich aus (2.2)
im Spezialfall § = N eine erzeugende Funktion fiir diese Zahlen. Man kann aber
auch eine andere, interessantere Identitit beweisen:

Satz 2.8. Es seienr,n € N. Dann gilt fiir |q| < 1

qr(r+1)/2

l—g)1—¢?»...(1—q")’

2.7) > patr.m)q" = (
=0
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Beweis. Sein = by + ---+ b, mit by < --- < b,. Wir setzen a; = b; — i fiir
i=1,...,r;dann gilt 0 < a; < --- < a,. Damit erhalten wir fiir |g| < 1

o0
S patrmgt = 3 ghte
n=0

by <---<b,
S ) %)
— Z Z Z q(l+a1)+-~~+(r+ar)
a;=0ax=a ar=ar—1
00 o0 00 00
_ It ay+-+ar—1 ,ar— a
SR Y 3 g ()
a1=0ax=a ar—1=ar-2 a,=0

r(r+1)/2 o
_4q . Z qa1+--~+ar_2+2a,_1

= -

r(r+1)/2 o

a;=0 ar—1=0r-2

oo
g ar+-+3a, 2
Y ) Z 1
I-o-a) =, =

qr(r—H)/Z

T -9l -¢)...A—q) -

3 Eulers Pentagonalzahlen-Theorem

Mit den Formeln des vorigen Abschnitts hat der Leser das Grund-Riistzeug fiir den
Umgang mit Partitionen erworben. Zu welcher Schonheit und Fiille die Theorie der
Partitionen heute herangereift ist, kann man aus der Monographie des Partitionen-
GroBmeisters Andrews [1976] entnehmen. Wir begniigen uns hier mit einem kurzen
Einblick, den wir — wie im wesentlichen schon den vorigen Abschnitt — weitgehend
aus Andrews [1979] iibernehmen.

Die ebene Punktmenge Z,, = {(1,0), (2,0), ..., (n, 0)} 146t sich als ,,diskretes
Zweieck der Seitenlidnge n ansprechen; trivialerweise gilt | Z,| = n. Ein diskretes
Dreieck
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der Seitenlénge n hat

| Dy | =1+2+---+n=”(”T+1)
Punkte, und ein diskretes Quadrat hat | Q,,| = n% Punkte. Wie steht es nun mit den
diskreten Fiinfecken F, F>, ... aus, die man etwa so zeichnen kann:
n=>5
n=4
n=3
n=2
n=1

Die eingetragenen Hilfslinien fiihren auf die Pentagonalzahlen

| Fl

A+24+---+n)+2[1+2+---+®m—1)]
n(Bn —1)
—

%n(n+ ) +nn—1)=

Diese Pentagonalzahlen treten in dem von Euler [1783] stammenden Pentagonal-
zahlen-Theorem

o0 o0
3.1) D (=g PR =TT - ¢ firlgl <1

n=—oo n=1

auf. Eine weitere Identitit von Euler lautet

o g =
q" = :
3.2) H_,,X:;(l—qﬂ(l—612)2.'-(1—4")2_gl_qn'
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Wir stellen uns nun die Frage, ob hinter solchen Identititen kombinatorische Sach-
verhalte stecken. Als James Joseph Sylvester (1814 —1897) in den Jahren 1876 bis
1883 an der neu gegriindeten John Hopkins University in Baltimore arbeitete, wurde
diese Frage zu einem der wesentlichen Themen in der glinzenden Mathematiker-
gruppe, die sich um ihn scharte. Sie hat sich als Leitidee bis heute als auerordentlich
fruchtbar erwiesen, vgl. Andrews [1979]. Wir erproben sie hier in einigen Féllen,
bei deren Behandlung sich die kombinatorische Idee des sogenannten Durfee-
Quadrats — Durfee gehorte zum Kreis um Sylvester in Baltimore — als wirksam
erweist.

Intuitiv gesprochen, ist das Durfee-Quadrat einer Partition das groBte diskrete
Quadrat, das in die linke obere Ecke des in §2 eingefiihrten Partitionsbildes palt.
Ist beispielsweise n = 17 = 54444 42 4 1 4 1, so hat diese Partition das
Partitionsbild

und daher ein Durfee-Quadrat der Seitenlinge 3, welches wir eingezeichnet haben.
Offenbar kann man jede Partition von n mit einem Durfee-Quadrat der Seitenlinge
D durch ein Tripel von Daten kennzeichnen:

e die Zahl D;

¢ eine Partition einer Zahl r mit Teilen < D, wobei das Bild dieser Partition der
unterhalb des Durfee-Quadrats liegende Teil des Bildes der urspriinglichen
Partition ist (dafiir gibt es p({1, ..., D}, r) Moglichkeiten);

e eine Partition einer Zahl s mit Teilen < D, wobei die Umklappung des Bildes
dieser Partition der rechts vom Durfee-Quadrat liegende Teil des Bildes der
urspriinglichen Partition ist (mit p({1, ..., D}, s) Moglichkeiten).

Umgekehrt liefert jedes solche Daten-Tripel eine Partition von n = D? 4 r + s mit
einem Durfee-Quadrat der Seitenldnge D. Mit der Identitét (2.3) konnen wir nun
unter Verwendung von (2.3) die erzeugende Potenzreihe fiir die Anzahl d(D, n) der
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Partitionen von n, die ein Durfee-Quadrat der Seitenlédnge D besitzen, ausrechnen:

o0

d>¢" > pl.....DLrp({l.....D}.s)

n=0  pn=D2+4r+s

- qu[iqrp({l, ...,D},r)][iqsp({l, D))
r=0

s=0

(o.¢]
Y d(D,n)q"
n=0

2
qD

T (—g)?2.. (1—¢P)?

Summiert man dies iiber D = 0, 1, 2, ..., so erhilt man trivialerweise die erzeu-
gende Potenzreihe [ ]2, # fiir die Partitionszahlen p(n), fiir die wir bereits die
Formel (2.5) kennen. Damit haben wir die Eulersche Identitit (3.2) bewiesen.

Ubung 3.1. Man beweise die auf Augustin-Louis Cauchy (1789 —1857) zuriick-
gehende Verallgemeinerung

i anl’l2
33 1+
,; A=) —¢»...(0—g"(1 —z9)(1 —2¢?) ... (1 — z¢")
| ) 1
=11 fiirlgl <1,z < —
n=I 1 —zq" lq|

der Eulerschen Identitit (3.2).

Hinweis: Man beachte, dafl nach Satz 2.5 die rechte Seite der Identitit (3.3) die
erzeugende Funktion der Doppelfolge (p(N, r, 1)), n=0.1,... ist, und imitiere den
obigen Beweis der Identitt (3.2).

yeen

Wir werden nun das Pentagonalzahlen-Theorem (3.1) aus dem folgenden Satz
herleiten:

Satz 3.2. Fiir |q| < 1 und |z| < ﬁ gilt

ad ad DGBD+1 1+2z9)(1 4292 ... (1 +zg?)
| 4+ 20" = D, 2R o 2pty
El( @ DZZOZ ¢ =) (1 —¢P)

Beweis. Nach (2.2) gilt

(3.4) [Ta+za" =) patnmq",
n=1

n,r=0
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wobei py(r, n) wieder die Anzahl der Partitionen von n in » paarweise verschiedene
Teile bezeichnet. Fiir eine beliebige derartige Partition denken wir uns das Partiti-
onsbild gezeichnet und darin das Durfee-Quadrat eingetragen. Seine Seitenlédnge
sei D. Wir benutzen nun die Darstellung des Partitionsbildes als Mosaik aus Durfee-
Quadrat, Partitionsteil unterhalb des Durfee-Quadrats und Partitionsteil rechts vom
Durfee-Quadrat:

Fall 1. Der D-te Teil der Partition (also im Bild die untere Kante des Durfee-
Quadrats) hat die Grofle D. Da alle Teile verschieden grof sind, mu3 dann der
unterhalb des Durfee-Quadrats liegende Teil des Partitionsbildes a = r — D ver-
schiedene Teile < D — 1 aufweisen, wogegen der rechts vom Durfee-Quadrat
liegende Bildteil genau D — 1 verschiedene Teile besitzt. Bei festem D ist die
erzeugende Potenzreihe fiir diese Partitionen durch

g Y > pa(l.....D=1}a,0)pa(D — 1, v)

r,n=0 D2+u+v:n D+a=r

o (o.¢]
2
= ¢z Y pall,..., D=1}, a,u)q"z" Y pa(D — 1,v)q"

u,a=0 v=0
gegeben, und dies ist nach den Sdtzen 2.5 und 2.8 gleich

PRSI

D2 D 2 D—1

Fall 2. Der D-te Teil der Partition ist grofler als D. Man erhilt eine zum vorigen
Fall vollig analoge Beschreibung der auftretenden Partitionen, nur mit Teilen der
GroBe < D bzw. mit D Teilen (statt zuvor D — 1). Bei festem D ist die erzeugende
Potenzreihe dieser Partitionen also

gP(D+D/2

D2D 2 D
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Fall 1 kann nur bei D > 1 vorkommen, Fall 2 auch bei D = 0. Die Identitiit
(3.4) 148t sich also wie folgt fortsetzen:

ZDqD2+D(D—1)/2(1 +zq)(1 + zqz) (0 + qu_l)
(-1 —g»...(0—¢PH

ZDqD2+D(D+1)/2(1 +29)(1 +zg%) ... (1 +z¢P)
(1—g)(1—g?...(1 —qP)

D>1

+1+ >
D>1
Z ZPHIGPBDED202D+ (| 4 20)(1 + 2¢2) ... (1 + 2¢P)
(I-@)1—¢?...(1-gP)
PgPBDPEV2(1 4 2g)(1 + 2¢2) ... (1 + zgP)
(1—g)(1—¢?...(0—qP)

D>0

2
D>0

1+29)(1+2¢%) ... (1+zg”
_ ZZDqD(3D+1)/2(1+Zq2D+1)( @ +297)...(01+29")

D=0 (1—g)(1—¢?...(1—¢P) ~

wie gewlinscht. O

Wir kommen nun zum Beweis des Pentagonalzahlen-Theorems (3.1). Dazu

setzen wir in Satz 3.2 z = —1 und erhalten
o0 [o,0)

(35) l_[(l _ qn) — Z(—I)DQD(3D+1)/2(1 _ q2D+l)‘
n=1 D=0

Es bleibt zu zeigen, daB sich dies zu fo’:_ oo (— 1)”q”(3”*1)/ 2 umformen 14Bt. Nun
gilt
mn—1DGBnr—-1+1) n(3n —1)

2(n —1 1 = ;
> +2n—1)+ >

daher konnen wir in (3.5) wie folgt weiterrechnen:

00 00
— (1 _q) + Z(_l)nqn(3n+l)/2 + Z(_l)nqn(3n—l)/2

n=1 n=2

o0 (o.¢]
=1 + Z(_l)nqn(?)n-i-l)/z 4 Z(_l)nqn(3n—l)/2

n=1 n=1
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—c0 o0
=1+ Z(_l)nq(—n)<3(—n)+1)/2 + Z(_l)nqn(3n—l)/2

n=—1 n=1

00
— Z (—1)”61"(3”_1)/2.

n=—00 O

Wir wollen nun noch den beriihmten Beweis von Franklin [1881] fiir das Eu-
lersche Pentagonalzahlen-Theorem kennenlernen. Hierbei wird die Betrachtung
von Partitionsbildern fiir Partitionen von n in paarweise verschiedene Teile eine
besondere Rolle spielen. Dal} die Teile paarweise verschieden sind, bedeutet fiir
das Partitionsbild, daf} die Zeilen von oben nach unten immer um mindestens 1
kiirzer werden. Dabei interessiert uns die Frage, wie lange die Verkiirzung stets
genau 1 betrigt. Solange dies, von der obersten Zeile an gerechnet, anhilt, fassen
wir die rechten Endglieder der betreffenden Zeilen zum sogenannten Trauf unseres
Partitionsbildes zusammen. Unter dem Trauf springt die nichste Zeile — wenn es
eine solche gibt — um mindestens 2 ein, so da3 man den Trauf abnehmen kann und
trotzdem immer noch ein Partitionsbild mit lauter ungleichen Teilen behilt. Dazu
ein Beispiel:

Trauf

Neben dem Trauf wird uns auch noch die unterste Zeile des Partitionsbildes be-
schiftigen. Ist der Trauf echt kiirzer als die unterste Zeile, so wollen wir ihn abneh-
men und als neue Zeile unter die bisher unterste Zeile legen, bildhaft also so:

. .
. .

° ° ° e ' o ,

) : /

e ~\

e o

Dadurch entsteht ein Partitionsbild mit einer Zeile mehr als vorher. Ist der Trauf
dagegen lidnger als die unterste Zeile, so nehmen wir die unterste Zeile weg und
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machen sie zum neuen Trauf. Es entsteht ein Partitionsbild, das eine Zeile weniger
hat als vorher und bei dem der Trauf echt kiirzer ist als die nunmehr unterste Zeile,
beispielsweise so:

T
‘ .
B .
B .
e o o e o o -
. ./
e o

Wir sehen, daf die in den beiden Fillen vorgenommenen Operationen zueinander
invers sind. Allerdings gibt es fiir jede der beiden Operationen Ausnahmefille, in
denen sie entweder gar nicht funktionieren oder ein Partitionsbild mit zwei gleichen
Teilen liefern. Fiir die Operation ,,Trauf ansetzen™ sind dies die Félle, in denen der
Trauf vor der Operation bis in die unterste Zeile reicht (und genauso lang ist), d. h.
die Partitionen mit Teilen m, m + 1, ..., 2m — 1; das Ansetzen der letzten Zeile als
neuer Trauf wiirde hier einen ,,Uberhang“ liefern und kein Partitionsbild. In diesem
Falle gilt

mQ@Bm — 1)

> .

Fiir die Operation ,,Trauf abnehmen’ sind es die Fille, in denen der Trauf genau um
1 kiirzer ist als die unterste Zeile und bis zu dieser hinabreicht, d. h. die Partitionen
mit Teilen m + 1, m + 2, ..., 2m; hier wiirde das Ansetzen des Traufs als neue
letzte Zeile zwei gleich lange Zeilen liefern. In diesem Falle gilt

n=m+m+1)+---+Cm—1) =

m@Bm+1)

n=m+D+m+2)+---+2m= 5

Hat also n keine der beiden Gestalten m(3m — 1)/2 bzw. m(3m + 1) /2, so funk-
tionieren im Bereich der Partitionen von » in lauter ungleiche Teile die beiden zu-
einander inversen Operationen; dabei fiihrt jede dieser Operationen eine Partition
mit einer geraden Anzahl von Teilen in eine solche mit einer ungeraden Anzahl von
Teilen iiber. Unsere Partitionen ordnen sich also zu Paaren, deren Glieder durch die
beiden Operationen einander wechselseitig zugeordnet sind, und von denen immer
ein Glied eine ungerade, das andere eine gerade Zahl von Teilen hat. Es gibt also
ebenso viele Partitionen von n mit einer geraden Anzahl von lauter verschiedenen
Teilen wie Partitionen von n mit einer ungeraden Anzahl von lauter verschiedenen
Teilen. Bezeichnet G die Menge der geraden und U die der ungeraden natiirlichen
Zahlen, so konnen wir diesen Sachverhalt wie folgt schreiben:

pa(G,n) = pa(U, n).
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Istdagegenn = m(3m — 1)/2, so gibt es genau eine Partition mit m verschiedenen
Teilen, fiir die die Operation ,,Trauf ansetzen nicht definiert ist; alle iibrigen Parti-
tionen von n in ungleiche Teile ordnen sich kraft der Anwendbarkeit der zueinander
inversen Operationen zu Paaren, in denen immer eine Partition mit einer ungeraden
und eine mit einer geraden Zahl von Teilen beisammen sind; ist m gerade, so gibt
es dabei eine iiberschiissige Partition mit einer geraden Anzahl von verschiedenen
Teilen; ist m ungerade, so iiberwiegt das Ungerade. Somit erhalten wir

m@Bm — 1)
—

Analog beweist man dieselbe Formel auch fiir den Fall n = m(3m + 1) /2. Insge-
samt gilt also

pa(G,n) — pg(U,n) = (—1)" firn =

(=™ firn e {m(3’g—1)’ m(3rg+1)}

(3.6) pa(G,n) — pa(U,n) = {
0 sonst.

Mit dieser Formel, deren Beweis bereits den wesentlichen Gedanken von Fran-
klin [1881] enthilt, gelingt nun ein abermaliger Beweis des Pentagonalzahlen-
Theorems. Die linke Seite Z;’o: _Oo(—l)"q”(3”_1)/ 2 yon (3.1) kann ndmlich — wie

in der Rechnung nach (3.5) — als

o] o]

m=1 m=1

geschrieben werden, was mit (3.6) unmittelbar

L+ Y [pa(G.n) = pa(U.n)lg"

n=1

ergibt; und die rechte Seite ]_[fil (1 —¢") von (3.1) 148t sich wie folgt schreiben:

1 1 1
Z Z Z (_l)rl+r2+r3+---qr1+2r2+3r3+---

r1=0r=0r3=0
mit der Nebenbedingung, daf} jeweils nur endlich oft r; > 1 vorkommt, womit dann
r1 + 2rp + 3r3 + ... eine Partition einer Zahl n, und zwar mit lauter verschieden
groBlen Teilen, darstellt; r1 +r2+. . . istdabei jeweils die Anzahl der Teile, weswegen
wir beim Zusammenfassen nach gleichen Potenzen von ¢ fiir gerade r; +rp + - - -
eine 1 und fiir ungerade r; +r + - - - eine —1 aufsammeln. Es geht also weiter mit

L+ Y [pa(G,n) — pa(U, m]q",

n=1

womit die Formel (3.1) abermals bewiesen ist.



XIII Die Abzihltheorie von Polya

Wann immer in den Wissenschaften digitale, diskrete Phanomene auftreten, ist die
Kombinatorik aufgefordert, die zugehorigen mathematischen Probleme aufzuwer-
fen oder zu iibernehmen und zu l6sen. Dies gilt in besonderem MafBle, wo das
Demokritsche Prinzip ,,Alle Vielfalt entsteht durch vielfiltige Zusammenfiigung
einfacher Bausteine™ sich geltend macht. Ein Paradebeispiel fiir dies Prinzip ist
die Chemie: Die ganze Vielfalt der chemischen Verbindungen entsteht durch Zu-
sammenfiigen von atomaren Bausteinen. Eine beriihmte Antwort auf die damit
gestellten kombinatorischen Fragen ist die Theorie der Isomeren-Abzihlung von
Polya [1937]. Ihr mathematischer Gehalt war librigens weitgehend schon in der
seinerzeit zu wenig beachteten Arbeit von Redfield [1927] enthalten; dhnlich wie
beim Heiratssatz I1.1.1 war die Leistung von Pdlya auch eine unabhingige Wie-
derentdeckung édlterer Resultate in nunmehr glanzvollerer Gestalt. Die Polyasche
Theorie verwendet zwei mathematische Techniken, ndmlich

* erzeugende Potenzreihen und
* endliche Gruppen, insbesondere Permutationsgruppen.

Die Technik der erzeugenden Potenzreihen hat der Leser im vorigen Kapitel in
ihren Grundlagen sowie in einer ihrer Anwendungen bereits kennengelernt. Die
elementare Theorie der Gruppen wollen wir hier als bekannt voraussetzen und fiir
unsere Zwecke zurechtschleifen. Unsere Darstellung folgt dabei weitgehend de
Bruijn [1971].

1 Der Zyklenindex einer Permutationsgruppe

Sei X eine endliche Menge. Bijektive Abbildungen 7 : X — X heilen bekanntlich
Permutationen von X. Die Permutationen von X bilden mit der Hintereinander-
schaltung als Verkniipfung eine Gruppe, die symmetrische Gruppe Sx von X. Ist
X ={1,...,n},soschreibt man §,, statt Sy, ._,}. Wie wir in Korollar I.2.4 gesehen
haben, gilt |S,| = n!.

Jede Permutation T von X besitzt eine eindeutige Zyklenzerlegung, bei der die
1-Zyklen die von t festgelassenen Elemente, also die Fixpunkte von t, sind. Kom-
men in der Zyklenzerlegung von t genau b 1-Zyklen, by 2-Zyklen, ... vor, so

.....
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nennt man die Folge b = (b1, b>, ...) den Typ von 7. Man schreibt ihn auch als
b(t) = (b1 (1), ba(7), ...). Natiirlich ist dabei stets | X| = by + 2by +3b3 + - -;
insbesondere haben wir also by = O fiir k > |X|. Ist G eine Gruppe von Permuta-
tionen von X, dann heifit das Polynom

1 b b
P;(z1,22,...) = Gl ZZII(T)Zzz(T) N
teCG

der Zyklenindex von G; es kommen dabei natiirlich nur endlich viele der Unbe-
stimmten z1, zo, ... wirklich vor. Bezeichnetag (b1, by, . ..) die Anzahldert € G,
die den Typ (b1, by, .. .) haben, so ist

1

= Gl Z ag(by, b, ...)z?lz?
by

b, ...

Pg(z1,22,...)

Nur die endlich vielen ag (b, by, ...) mit by + 2by + 3b3 + --- = | X| konnen
hierbei # O sein.

Beispiel 1.1. Sei G = V4 = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Die sogenannte
Kleinsche Vierergruppe V4 operiert regulir auf der Menge {1, 2, 3, 4} und hat den
Zyklenindex

1
P = Z(Zi1 + 3Z%).

Die Untergruppe U C S4 mit U = {id, (13)(24), (13), (24)} ist zu V4 isomorph,
operiert aber nicht regulir (sondern in zwei Bahnen) und hat den Zyklenindex

Py = 4—1‘(2‘1‘ + 25 +22322).
Dieses Beispiel zeigt, dal der Zyklenindex nicht nur von der abstrakt gruppentheo-
retischen Struktur der betrachteten Permutationsgruppe abhéngt; technisch ausge-
driickt, sind die beiden Gruppen U und V4 zwar isomorph, nicht aber permutations-
isomorph. Es sei dem Leser iiberlassen, diesen Begriff verniinftig zu definieren oder
die wichtige Monographie von Wielandt [1964] iiber Permutationsgruppen zu kon-
sultieren.

l"Ibung 1.2. Man bestimmte den Typ der durch 1 — 3,2 — 4,3 — 1,4 — 6,
5+ 56 2,7+ 8, 8 — 7 gegebenen Permutation t € Sg sowie den
Zyklenindex der von t erzeugten zyklischen Untergruppe von Sg.

Beispiel 1.3. Sei X die Menge der acht Ecken eines Wiirfels und G € Sy die
Menge aller derjenigen Permutationen von X, die sich durch Drehungen (nicht
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also Spiegelungen) des Wiirfels bewirken lassen. Sei Wy eine Wiirfelseite und
Gw, die Menge aller 7 € G, die Wy in sich iiberfiihren, also die Ecken von Wy
permutieren. Offenbar ist Gy, eine Untergruppe der Ordnung 4 von G. Fiir jede der
6 Wiirfelseiten W sei Ty eine Permutation von G, deren zugehorige Raumdrehung
Wo in W iiberfiihrt. Jede Wy in W iiberfiihrende Permutation t 146t sich dann auf
genau eine Weise in der Form Ty o y, y € Gw,, schreiben. Somit zerféllt G in 6
Linksnebenklassen nach G, , und wir erhalten |G| = 24. Wir schreiben nun die
Permutationen aus G samt ihren Typen tabellarisch auf:

Die Drehachse verbindet Drehwinkel Anzahl Typ

die Mitten zweier gegeniiberliegen- 7 3 0,4,0,0,...)
der Wiirfelseiten

die Mitten zweier gegeniiberliegen- %, 37” 2.3 0,0,0,2,0,...)
der Wiirfelseiten

die Mitten zweier gegeniiberliegen- 7 6 0,4,0,0,...)
der Wiirfelkanten

Zwei diagonal gegeniiberliegende ZT”, 4T” 2-4 2,0,2,0,0,...)
Wiirfelecken

Das sind 23 verschiedene Permutationen, zu denen noch die Identitéit mit dem Typ
(8,0,0, ...) hinzukommt. Wir erhalten den Zyklenindex

1
PG(z1,22,...) = ﬂ(zﬁg + 923 + 625 + 82123).

Ubung 1.4. Man bestimme den Zyklenindex der Gruppe aller Permutationen der
sechs Seiten bzw. der zwolf Kanten eines Wiirfels, die sich durch Raumdrehungen
bewirken lassen.

Ubung 1.5. Man bestimme den Zyklenindex der Gruppe aller Permutationen der
acht Seiten bzw. der sechs Ecken bzw. der zwolf Kanten eines Oktaeders, die sich
durch Raumdrehungen bewirken lassen.

Hinweis: Man beziehe die Oktaederflachen auf die Ecken eines passenden Wiirfels
etc.

Ubung 1.6. Man bestimme den Zyklenindex der Gruppe aller Permutationen der
vier Ecken bzw. der vier Flachen bzw. der sechs Kanten eines Tetraeders, die sich
durch Raumdrehungen bewirken lassen.
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Es lige nahe, die analogen Ubungen auch fiir das Dodekaeder und das Ikosaeder
zu stellen, um die Behandlung der platonischen Korper vollstéindig zu machen, doch
sollen die Ubungen hier einen miBigen Umfang nicht iiberschreiten.

Beispiel 1.7. Wirbestimmen den Zyklenindex der symmetrischen Gruppe S,,. Hier-
zu ist die Anzahl ag, (b1, b2, .. .) der Permutationen aus S, zu ermitteln, die einen

gegebenen Typ (b1, by, ...) haben. Wir tun dies, indem wir die Platznummern
1,...,nin by Einser-, by Zweiergruppen etc. einteilen. Jede Verteilung der Ziffern
1, ..., n auf die n Plitze liefert dann eine Permutation aus S, in Zyklendarstellung.

Zwei Verteilungen bedeuten dabei dieselbe Permutation, wenn sie innerhalb jeder
Platzgruppe durch zyklische Permutation ineinander iibergehen. Auflerdem darf
man die by Platzgruppen der Linge k noch beliebig durcheinanderwirbeln. Dies
liefert

n!
b 1202py 130330

bi by _b
2223 .

by 1202by13b3p3! . ..

as,(b1,ba,...)

P, (z1,22,...) =
b14+2by+3b3---=n

Wir erlauben uns noch eine kleine Potenzreihenrechnung, deren formale Berechti-
gung darauf beruht, daf} alle vorkommenden Zahlen-Additionen und -Multiplika-
tionen in Wahrheit endlich sind. Sei z eine weitere Unbestimmte. Dann gilt

00 by by b3

0
Zl Zz ZS e
E Z"Ps, (21,22, ...) = E 7" E ; =
b112°2b,13%3b3! . ..
n=0 n=0 b1+2by+3b3---=n

i Z (zz)P1 (2222)2 (Pz3)b5 . ..

12b2p513b3 51
n=0 bj+2bs+3b3+-=n 51127251373 b3

e (FE) (F
- bt N\ ) b\ 3

(b1,b2,...)

21 X1 (2n\2 X1 (P\2
e (X o(5) N X m(5) )

Dabei ist auf ,,by = 0 schlieBlich® zu achten, bei der letzten Multiplikation also
nur aus endlich vielen Klammern ein Summand mit einer Nummer > 0 als Faktor
auszuwihlen. Es geht daher weiter mit

2 3 0ok
— %t zz/Zez z3/3 = eZkzl Z zk/k.
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Legt man sich auf |z] < 1, |z1] < 1, ... fest, so bekommt diese formale Rechnung
einen handfesten analytischen Sinn.

Ubung 1.8. Man bestimme den Zyklenindex der alternierenden Gruppe A, fiir
n=1,2,...

Hinweis: Eine Permutation aus S, gehort genau dann nicht zu A,,, wenn die Anzahl
ihrer Zyklen von gerader Léinge ungerade ist, d. h. wenn ihr Typ

erfiillt.

2 Das Lemma von Burnside

Die Polyasche Abzihltheorie verwendet als wesentliches Hilfsmittel das sogenann-
te Lemma von Burnside iiber Zyklen- und Fixpunktanzahlen von Permutations-
gruppen, das nach William Burnside (1852—1927) benannt ist, obwohl es nicht
von ihm stammt, sondern bereits Cauchy und Frobenius bekannt war; siche dazu
Neumann [1979]. Dieses Lemma wollen wir jetzt kennenlernen. Dabei arbeiten
wir mit abstrakten endlichen Gruppen, lassen diese aber zugleich als Permutations-
gruppen wirken. Dergleichen haben wir in gewisser Weise schon in Beispiel 1.3
getan, wo eine Gruppe von 24 Drehungen des Raumes als Permutationsgruppe auf
{1, ..., 8} wirkte. Den dahinter stehenden allgemeinen Gedanken erfassen wir mit
der folgenden

Definition 2.1. Sei G eine endliche Gruppe und X eine endliche Menge. Es sei ein
Homomorphismus

T G —> S X
e 1
gegeben. Homomorphie bedeutet dabei

(%) Tgh =TgoTt, firg,heg,

wobei 7, o T, die Vorschrift ,erst 7;, dann 7, symbolisiert. Dann sagt man, G wirke
oder operiere (als Permutationsgruppe) auf X.

Sei e das neutrale Element der Gruppe G. Aus (x) folgt, daB t, die identische Ab-
bildung auf X istund dal 7,-1 = 7, fiiralle g € G gilt; diese Tatsachen seien dem
Leser als einfache Ubung iiberlassen. Wir benétigen die folgenden grundlegenden
Begriffsbildungen fiir Permutationsgruppen; die dort auftretenden Behauptungen
sind wieder eine leichte Ubung fiir den Leser.
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Definition 2.2. Die Gruppe G wirke als Permutationsgruppe auf X. Fiir jedes Ele-
ment x € X ist

Gr={g€G|1(x) =x}

eine Untergruppe von G, der Stabilisator von x, und fiir jedes g € G ist
Xg={xeX|1,(x) =x}

die Fixpunktmenge von g. Zwei Punkte x, y € X sollen dquivalent heilen, wenn es
ein g € G mit 7, (x) = y gibt; man verifiziert sofort, dal wir es tatséchlich mit einer
Aquivalenzrelation zu tun haben. Gilt nun auch 7;(x) = y, so ist T, Lo (x) =

7, '(y) = x,d. h. g7 'h € G; das bedeutet, daB g und / in derselben Linksneben-
klasse des Stabilisators G, liegen. Die ein x € X enthaltende Aquivalenzklasse

x% = {1,(x) | g € G}

wird auch die Bahn (oder der Orbit) von x (unter der Wirkung von G) genannt und
hat somit |x%| = |G| /1G«| Elemente. Die Anzahl der Bahnen von G auf X wird
mit 0(G) bezeichnet; wenn o(G) = 1 gilt, sagt man, dall G transitiv auf X operiert.

Lemma 2.3 (Lemma von Burnside). Die endliche Gruppe G operiere auf der end-
lichen Menge X. Dann gilt

@.1) 0(G)- |G =) |X,l.

geG

Beweis. Wir zeigen zunéchst

(2.2) D 1Xgl =) 1Gil = lGlZﬁ-

geG xeX xeX

Fiir die erste Gleichheit in (2.2) zdhlt man F' = {(g,x) € G X X | 7,(x) = x}
lediglich auf zwei verschiedene Arten ab; die zweite Gleichheit folgt dann aus
xC| = |G|/|Gx|. Wenn man nun X in die Bahnen Xy, ..., X, (mit r = 0(G))
zerlegt und y© = x© fiir y € x© beachtet, erhiilt man

r r 1 1
0(G)=r=;1=22 G|=Z|XG|’

i=1 x;eX; i xeX

X

woraus mit (2.2) unmittelbar die Behauptung folgt. O
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Beispiel 2.4. Wir setzen Beispiel 1.3 fort. Bei den dort betrachteten, durch Dre-
hungen induzierten Permutationen der Wiirfelecken ergab sich acht mal eine 2-
elementige Fixpunktmenge; hierzu kommen die acht Fixpunkte der identischen
Permutation. Mit (2.1) erhalten wir

24.0(G)=8-2+38, alsoo(G)=1.

In der Tat gibt es nur eine Aquivalenzklasse, da man jede Wiirfelecke in jede andere
drehen kann: G operiert transitiv auf den Ecken des Wiirfels.

Ubung 2.5. Die endliche Gruppe G wirke als transitive Permutationsgruppe auf
derendlichen Menge X . Man definiert dann den Rang r (G) von G als die Anzahl der
Bahnen des Stabilisators G auf X; dabei ist x € X beliebig. Man zeige zunéchst,
daf} diese Definition sinnvoll ist, also nicht von der Auswahl von x abhingt. Ferner
beweise man mit (2.1) die Formel

(2.3) r(G)- |Gl =) X,/

geG
und zeige, dal G mindestens | X| — 1 fixpunktfreie Permutationen enthalten muB.

Wir schweifen ein wenig ab, um eine schone Anwendung des Lemmas von
Burnside zu zeigen; insbesondere werden wir als Spezialfall einen weiteren Beweis
fiir Ubung I.3.11 erhalten. Dazu sei G eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe
Syu; ferner bezeichne F'; die Anzahl der Bahnen von G auf den geordneten j-Tupeln
verschiedener Elemente aus X = {1, ..., n} und p; die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB ein zufillig gewihltes Element aus G genau i Fixpunkte besitzt; formal ist also
pi durch

_ e Gl Xl =i}
G

erklért. SchlieBlich definieren wir noch zwei Polynome wie folgt:

2.4 pi

n n
. LAl R Troi.
P(x) .—Zp,x und  F(x) ._Z TR
i=0 i=0
dabei verwenden wir die Konvention F = 1. Dann gilt der folgende Satz, den man
bei Boston et al. [1993] findet; er ist aber auch ein Spezialfall der Redfield-Pdlya-
Theorie, der allerdings einen kurzen und eleganten direkten Beweis erlaubt.

Satz 2.6. Mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen gilt F(x) = P(x + 1). Insbe-
sondere ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs ein zufdllig gewdhltes Element aus G
keine Fixpunkte hat, durch po = F(—1) gegeben.
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Beweis. Sei g € G eines der p;|G| Elemente mit genau i Fixpunkten. Dann fixiert
ggenaui(i—1)...(i —j+1) geordnete j-Tupel verschiedener Elemente; das gilt
fir j =1, ..., n, wobei sich natiirlich im Fall i < j die Anzahl O ergibt, wie es ja
auch sein sollte. Damit liefert das Lemma von Burnside fiir j # 0 die Formel

Fj=> piGi—1)...(—j+1);
i=0

fiir j = 0 gilt natiirlich Fp = ), p;. Mit dem binomischen Lehrsatz folgt
" (& piii =D ... G—j+ DY ;
F(x)=Zpi+Z<Z i )x]
i=0 j=1 "i=0
n i i
-2+ 2(5))
i=0 =N

=Y pilx+ 1)) =PE+1).
i=0

Insbesondere folgt sofort pg = P(0) = F(—1). O

Korollar 2.7. Die Anzahl e;(n) der Permutationen in Sy, die genau i Fixpunkte
haben, ist durch die Formel

i Nk
@5) am =23 )

gegeben.

Beweis. Fiir G = §,, sind alle F; = 1, womit man aus Satz 2.6

n

P(x) :Zu

=

erhilt. Nach dem binomischen Lehrsatz ist also der Koeffizient p; von x’ durch

) SRS G SfCis

i i —i) !
= Jj! j:il.(] i)! il = k!

gegeben, woraus mit (2.4) sofort die Behauptung folgt. O
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Mehr zu dem hier angerissenen Thema findet man bei Boston et al. [1993]
sowie in dem schonen Artikel von Cameron [2001]. SchlieBlich wollen wir noch in
den beiden folgenden Ubungen einen Beweis des am Ende von § XI.8 erwihnten
Orbittheorems skizzieren. Dieser fundamentale Satz stammt im Wesentlichen von
Brauer [1941] und wurde dann unabhingig voneinander von Dembowski [1958],
Hughes [1957] und Parker [1957] wiederentdeckt.

Ubung 2.8. Sei o ein Automorphismus eines symmetrischen Blockplans IT. Man
zeige, daf3 die Anzahl der Fixpunkte von @ mit der Anzahl der Fixblocke iiberein-
stimmt.

Hinweis: Man iiberlege sich zunéchst, daf} sich die Wirkung von o auf eine In-
zidenzmatrix von IT durch zwei Permutationsmatrizen beschreiben 1483t und setze
die Anzahl von Fixelementen mit der Spur dieser Matrizen in Verbindung; danach
fiihrt etwas Lineare Algebra zum Ziel. Die Einzelheiten kann man beispielsweise
in § 1.4 von Beth, Jungnickel und Lenz [1999] nachlesen.

Ubung 2.9 (Orbittheorem). Sei G eine Automorphismengruppe eines symmetri-
schen Blockplans IT. Man zeige mit Ubung 2.8 und dem Lemma von Burnside,
dal} die Anzahl der Bahnen von G auf der Punktmenge mit der Anzahl der Bahnen
von G auf der Blockmenge iibereinstimmt. Falls G transitiv operiert, zeige man,
daB ferner der Rang von G auf der Punktmenge mit dem Rang auf der Blockmenge
ibereinstimmt.

3 Der Satz von Polya

Der Satz von Pdlya arbeitet mit den Begriffen ,,Farbungen und ,,Muster. Wir
fiihren diese Begriffe zunédchst abstrakt ein, beweisen dann den Satz von Pdlya,
und exemplifizieren schlieBlich die allgemeine Theorie am Beispiel der Firbungen
eines Wiirfels mit zwei Farben. Im iibernéchsten Abschnitt werden wir dann den
Polyaschen Satz auf das chemische Problem der Isomere von Alkoholen anwenden.

Definition 3.1. Seien D und F' zweinichtleere endliche Mengen, die wir als Menge
der ,,Dinge* bzw. der ,,Farben auffassen. Abbildungen c: D — F werden dann
auch als Férbungen bezeichnet, und FP? ist somit die Menge aller Fiarbungen. Sei
nun G C Sp. Dann ist durch

(1g0)(d) = c(g7'(d)) firce FP?, ge G, deD

eine Operation von G auf FP definiert. Die Anwendung von g bewirkt also eine
,»Verschiebung“ der Farbung c: Man férbt das Ding d unter der Farbung 7, ¢ wie das
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Ding g~ (d) unter c. Die Bahnen der Firbungen ¢ € F? unter dieser Operation von
G werden als Muster bezeichnet. Man beachte, daB dies in der Tat der intuitiven Idee
eines Musters entspricht, bei dem es uns im Alltag — etwa beim Teppichkauf nach
einem Musterbuch — ja auch nicht auf Verschiebungen oder Drehungen ankommt.

Jede Abbildung w : F — Q wird als eine Gewichtung der Farben bezeichnet.
Istc: D — F eine Farbung und w : F — Q eine Gewichtung, so heif3t

w(e) = [ [ wic@))
deD
das Gewicht der Fdrbung c unter der Gewichtung w.
Ubung 3.2. Man zeige, daB die eben definierte Abbildung g — 7, von G in Sgp
homomorph ist und daf} alle Firbungen, die zum selben Muster m gehoren, unter

jeder Gewichtung w dasselbe Gewicht haben, das wir dann auch das Gewicht w(m)
des Musters m nennen.

Satz 3.3 (Satz von Polya). Seien D und F nichtleere endliche Mengen, und sei
w: F — Q eine Gewichtung. Ferner seien G eine Untergruppe von Sp mit
Zyklenindex Pg(z1, 22, ...) und M die Menge der zugehorigen Muster in FP.
Dann gilt

3.1 Zw(m):Pg<Zw(f),Zw(f)z,...>.

mem feF feF

Beweis. Sei m € X := FP ein Muster. Vergessen wir X \ m und wenden das
Lemma 2.3 von Burnside auf m an, so erhalten wir

1
|G|Z §
geCG

Weil alle Firbungen in X, N m nach Ubung 3.2 dasselbe Gewicht haben, folgt
daraus durch Multiplikation mit w(m)

w(m):éz Z w(c)

8€G ceXgnNm

und nach Summation iiber alle m € M

(3.2) Z w(m) = IEII Z Z w(c).
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Nun sehen wir uns die rechte Seite von (3.2) genauer an, insbesondere die innere
Summe. Was bedeutet — fiir eine feste Permutation g von D und eine feste Farbung
c: D — F —die Bedingung ¢ € X,? Das laBt sich unmittelbar aus der Zyklenzer-
legung von g ablesen: ¢ muf} auf jedem Zyklus konstant sein. Ist (by, b, ...) der
Typ von g, so induziert die Zyklenzerlegung von g eine disjunkte Zerlegung von
D:

D=UVU---UUp)UVIU---UVp,)U...

wobei die U; aus je einem, die V; aus je zwei Elementen bestehen, etc. Die Firbun-
genc € X, entstehen nun gerade, indem man den Bestandteilen dieser Zerlegung je
eine Farbe zuordnet. Das ergibt Farben f(U1), ..., f(Up,); f(V1), ..., f(Vp,); ...
und somit ein Gesamtgewicht

w(e) = [w(F O ... w(f U [[w(FV)* . w(f (V)] ..

Wenn wir die Folge f(Uy), ..., f(Up); f(V),..., f(Vp,); ..., die ja von der
betrachteten Farbung ¢ € X, abhingt, in c11, ..., c1p,; €21, ..., C2py; ... umbe-
nennen, erhalten wir

Z w(c) = Z [w(cn)1 ...u)(c”,l)l][u)(cz])2 . w(czbz)z] e

ceXg ceXg

Da hierbei alle Farben c;; vollig beliebig aus F' gewihlt werden kdnnen, um ins-
gesamt eine Fiarbung ¢ € X, zu erhalten, kann man diese Gleichung als

Y we = (Y wn) (T uwwn?)” ...

ceX feF feF
g

umschreiben. Damit sind wir praktisch fertig; denn durch Summation iiber alle
g € G erhalten wir nun die folgende Umformung von (3.2):

= o= (5w (5w

meM geG feF

wobei (b1(g), ba(g), ...) wieder den Typ von g bezeichnet. Offenbar ist das gerade
die Gleichung (3.1). O

Beispiel 3.4 (Fortsetzung der Beispiele 1.3 und 2.4). Seien D die Menge der sechs
Wiirfelflachen, F = {rot, blau} und w(rot) = w(blau) = 1. Dann wird die linke
Seite von (3.1) gerade die Anzahl der Rot-Blau-Muster des Wiirfels, also die Anzahl



XII1.4 B#ume und Striinke 303

der Arten, wie man die Wiirfelflichen rot und blau anmalen kann, wobei Anmalun-
gen, die durch Drehungen ineinander iiberfiihrbar sind, nur einfach gezihlt werden.

Hier ist
dw) =) wf)iP=--=2

feF feF

Man ermittelt nun den Zyklen-Index fiir die Wiirfelseiten-Permutationen (der dem
Leser als Ubung 1.4 gestellt war) zu

1
ﬁ(z? + 32123 + 62124 + 623 + 823).

Nach dem Satz von Polya gibt es daher
1 1
ﬂ(26+3.24+6-23+6-23+8-22)=5(8+6+6+6+4)=1o

Muster. Diese lassen sich in diesem einfachen Beispiel freilich auch direkt auflisten:

Blau-Rot-Muster des Wiirfels
Alles rot
5 Fliachen rot, 1 Flidche blau

4 Fldchen rot, 2 benachbarte Flachen blau

4 Fldchen rot, 2 gegeniiber liegende Fléchen blau

3 Fliachen rot, 3 an eine Ecke stolende Fldchen blau

3 Flédchen rot, 2 gegeniiber liegende Fldchen und eine diese verbindende
Fliche blau (,,Cardan-Gelenk™)

Aus Symmetriegriinden ergeben sich dariiber hinaus noch vier weitere Muster, die
die Liste vollstindig machen, und wir erhalten in der Tat insgesamt zehn Muster.

Ubung 3.5. Man ermittle die Anzahl der Rot-Blau-Muster bei der Firbung der acht
Ecken bzw. der zwolf Kanten eines Wiirfels.

4 Biume und Striinke

Bevor wir im néchsten Abschnitt zur Abzéhlung der Alkohole nach Polya kom-
men, wollen wir uns noch zur Vorbereitung etwas mit einer wichtigen Klasse von
Graphen, den sogenannten Bdumen, befassen.
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Definition 4.1. Ein zusammenhingender Graph G = (V, E) ohne Kreise heifit ein
Baum. Jeder Punkt vom Grad 1 in G wird als ein Blatt bezeichnet. Zeichnen wir
in G einen Punkt w speziell aus, so nennen wir das Paar (G, w) einen Wurzelbaum
oder auch einen Strunk mit Wurzel w. Gibt es in V hochstens einen Punkt mit einem
Grad > 1, so heifit der Wurzelbaum einfach; der Baum G wird dann auch ein Stern
genannt.

Ubung 4.2. Essei G = (V, E) ein Graph auf n Punkten. Man zeige die folgenden
Aussagen:

(a) Wenn G keine Kreise enthilt, gibt es hochstens n — 1 Kanten.

Hinweis: Man entferne eine Kante e und verwende Induktion.

(b) Wenn G zusammenhéngend ist, gibt es mindestens n — 1 Kanten.

Hinweis: Man entferne einen Punkt v und verwende Induktion.
(c) Wenn G ein Baum ist, gibt es genau n — 1 Kanten.

Beweise fiir diese Aussagen — und eine mit ihnen zusammenhéngende Charakteri-
sierung der Biaume — findet man beispielsweise in § 1.2 von Jungnickel [1994].

Wir beschreiben jetzt eine rekursive Methode, mit der man alle Wurzelbdume
erzeugen kann. Seien also G = (V, E) ein Strunk mit Wurzel w, vg # w ein Blatt
dieses Strunkes und G = (V’, E’) ein Strunk mit Wurzel w’, wobei V und V’
disjunkt sind. Salopp gesprochen identifizieren wir nun die Wurzel w’ des zweiten
Strunkes mit dem Blatt vy des Strunkes (G, w).

Formal: ¢y € E sei die eindeutig bestimmte mit vy inzidente Kante und 66 € E
die eindeutig bestimmte mit w’ inzidente Kante; der andere Endpunkt von ¢, heifle
v . Wir setzen

V=vu\{w}
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und .
E=EU(E\ (e} U fvovi).

Dann ist G = (17, E ) ein Strunk mit Wurzel w, der aus dem Strunk (G, w) durch
Aufpfropfen des Strunkes (G, w’) am Blatt vy entstanden ist, wie in der folgenden
Zeichnung. Der Leser moge dies als leichte Ubungsaufgabe verifizieren.

Ubung 4.3. Man beweise, daB es zu jedem Strunk S eine endliche Folge Sy, . .., S,
von Striinken gibt, fiir die folgendes gilt:

¢ Sy besteht aus zwei Punkten und einer Kante.

* Fir j = 1,...,n entsteht S; aus S;_; durch Aufpfropfen eines einfachen
Strunks an einem Blatt von S;_;.
e S, =3S.
5 Alkohole

Unter einem Alkohol (genauer einem Alkoholmolekiil) verstehen wir hier, anschau-
lich gesprochen, ein baumformiges, also ringfreies Molekiil, das sich aus folgenden
Bausteinen zusammensetzt:

* vierwertigen C-Atomen,
e einwertigen H-Atomen,
e einer einwertigen OH-Gruppe.

Ein Alkohol, dessen OH-Gruppe man abgetrennt hat, ist also einwertig. Wir nennen
das Resultat einen CH-Strunk oder ein Alkylradikal. Aus einem Alkohol kann man
neue Alkohole gewinnen, indem man einige H-Atome durch CH-Striinke ersetzt,
etwa durch den einfachsten, den Einserstrunk:

H

|
H—C—H
|

Man kann, ausgehend vom Null-Alkohol

H

|
OH
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also dem Wasser, jeden Alkohol aufbauen, indem man endlich oft H-Atome durch
Einserstriinke ersetzt. Mit den im vorigen Abschnitt eingefiihrten Begriffen konnen
wir diesen intuitiven Betrachtungen eine exakte mathematische Form geben:

Definition 5.1. Ein Strunk heif3t ein Alkohol, wenn jeder seiner Punkte entweder
den Grad 1 oder den Grad 4 hat und die Wurzel ein Blatt ist. Die Wurzel heift
dann die OH-Gruppe, die Punkte des Grades 4 heiflen die C-Arome, und die von
der Wurzel verschiedenen Blitter heiflen die H-Atome des Alkohols.

Es gibt genau einen Alkohol ohne C-Atome, ndamlich das Wasser. Jeder Alkohol
mit mindestens einem C-Atom sieht so aus:

OH

Hierbei sind ay, az, az Alkohole mit gekappter OH-Gruppe, aufgepfropft an den
drei freien Valenzen des untersten C-Atoms. Wir setzen

D={1,2,3} und G =83

und interpretieren dies wie folgt. Die zu fiarbenden Dinge sind die drei freien Va-
lenzen des untersten C-Atoms; zwei Alkohole (x) gelten uns sicher dann als gleich,
wenn sie durch Umpfropfen von ay, a3, az auseinander hervorgehen. Um nun exakt
zu sagen, was unsere Farben sein sollen, definieren wir den Begriff des Alkohol-
musters. Hierzu fithren wir auf der Menge A aller Alkohole folgendermalien eine
Gewichtsfunktion g ein:

g(a) := Anzahl der C-Atome ina (fiira € A).

AuBerdem definieren wir induktiv eine Aquivalenzrelation ~ in A. Dazu sei A, =
{a|a e A, gla) <n}.In Ag sei ~ die Gleichheit. Angenommen, ~ ist fiir A,, schon
definiert. Seien a, a’ € A, 4. Wir konnen a — und analog a’ — wie in () zeichnen;
dabei sind dann also ay, a2, a3 und die analogen GréBen aj, aj, aj fiir a’ Alkohole
(mit gekappter OH-Gruppe) aus A, . Wir setzen nun a ~ a’, wenn es ein 7 € S3
mit a1y ~ ay, az2) ~ a,ar3) ~ aj gibt. Damit ist ~ rekursiv fiir ganz A erklirt.
Man kann kurz sagen, daB zwei Alkohole a und a’ genau dann #quivalent sind,
wenn sie durch eine Kette von Permutationen jeweils derjenigen drei Valenzen an
einem C-Atom, die nicht zur OH-Gruppe fiihren, auseinander hervorgehen. Weiter
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stellt man sofort fest, dal g auf den Aquivalenzlassen von ~ konstant ist; diese
Klassen nennen wir auch die Alkoholmuster. Jedes Alkoholmuster / hat also ein
wohlbestimmtes Gewicht g(m).

Wir sagen, ein Alkoholmuster m sei vom Typ N, wenn m gar kein C-Atom enthilt
oder einen Alkohol der Form () mit g(a;), g(a2), g(a3) < N zum Reprisentanten
hat. Mit My bezeichnen wir die Menge aller Alkoholmuster vom Typ N. Nun
wihlen wir ein N € N und setzen

F = Fy = {m | m Alkoholmuster mit g(m) < N};

spiter werden wir N — oo gehen lassen.

Wir haben nun noch die Gewichte der Farben — also der Alkoholmuster — festzu-
legen. Die in Satz 3.3 kulminierende Polya-Theorie haben wir fiir den Fall rationaler
Gewichte durchgefiihrt. Offenbar kam es fiir das Funktionieren der Theorie aber
nur darauf an, dal man Gewichte addieren und multiplizieren kann und die Terme
1/|G| definiert sind. Die Theorie funktioniert also genau so gut, wenn man die Ge-
wichte der Farben einer beliebigen Q-Algebra entnimmt. Wir wihlen hier einfach
die Algebra Q[z] der rationalen Polynome in einer Unbestimmten z und setzen

w(m) := z8™ fiir alle Alkoholmuster .

Da S3 nach Ubung 1.7 den Zyklenindex

1
Ps,(z1, 22, 23) = E(Z? + 3z122 +2z3)

hat, liefert der Satz von Polya

> wim) :1+ZPS3( I e 3 g2 Y Z3g(m)>;

mEMN meFy meFy meFy

dabei stammt der Summand 1 auf der rechten Seite vom Wasser und der Faktor z
vom untersten C-Atom.

Was passiert nun, wenn man N wachsen 146t? Dann kommen rechts hohe z-
Potenzen hinzu, die nach Verarbeitung mit Pg, nur hohe z-Potenzen liefern, so
daB} die Vielfachheiten, mit denen niedrige z-Potenzen auftreten, sich nicht mehr
dndern. Wenn wir die Anzahl der Alkoholmuster vom Gewicht n mit o, bezeichnen,
erhalten wir also eine erzeugende Potenzreihe

a@)= Y, wm) =) a"
n=0

m Alkoholmuster

die der (nach Obigem sinnvollen) Funktionalgleichung

a(z) =1+ zPs, (a(z),a(z2), a(z3))
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geniigt. Potenzreihenansatz und Koeffizientenvergleich liefern nun Rekursionen fiir
die ay,:

1
aO+Ol]Z+-..=1—}—62[((x0+o{lz+...)3

+ 30 + a1z + ) a1zt +---)
+2(ozo+a1z3+-~-)]
und somit

og =1 (Wasser)

1

a = 6(a8 + 3()[3 +20p) =1 (Methanol)
] .

a = 6(30[%“1 4+ 3apa;) =1  (Athanol)

Ubung 5.2. Man berechne o3, a4, a5 und zeichne Strukturformeln der betreffen-
den Alkohole.

Ubung 5.3. Man fiihre die obigen Uberlegungen mit der alternierenden Gruppe
vom Grade 3 statt mit S3 durch (,,optische Aktivitat).

Fiir weitere Untersuchungen verweisen wir auf Polya [1937], de Bruijn [1964]
sowie Polya und Read [1987]. Ganz besonders empfehlen wir auch die beiden
Monographien von Kerber [1991,1999], in denen das Abzéhlen und Konstruieren
von Objekten mittels gruppentheoretischer Methoden ausfiihrlich dargestellt wird.
Die Strunk-Zahlen, also die Anzahlen 7}, der Isomorphieklassen von Striinken auf
n Punkten, die Alkohol-Zahlen sowie die Anzahlen #, der Isomorphieklassen von
Béumen auf n Punkten sind fiir kleine n in Kap. XVI § 1 tabuliert. Das Problem
der Bestimmung der f,, sowie der 7, ist bei Harary [1969, Chapter 15] konzise dar-
gestellt. Wir wollen hier lediglich zwei besonders elegante Resultate ohne Beweis
erwihnen, die von Polya [1937] bzw. Otter [1948] stammen:

Satz 5.4. Die erzeugende Potenzreihe T(z) = Y .o T,z" fiir die Strunkzahlen
gentigt der Funktionalgleichung

(5.1) T(2) =zexp(Z%T(z")>.
n=1

Daraus erhdlt man die erzeugende Potenzreihe t(z) = Zsozl tn2" fiir die Baum-
zahlen gemdf3 der Gleichung

1
(5.2) 1) =T — E[T2(z) — T
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6 Die Anzahl der Baume auf n Punkten

Da die Bdume fiir die Untersuchung der Alkoholzahlen ein entscheidendes Hilfs-
mittel waren und auch sonst hiufig eine wichtige Rolle spielen, wollen wir zum
Abschluf} dieses Kapitels noch die Anzahl der verschiedenen (aber moglicherweise
isomorphen) Bdume bestimmen, die man auf der Punktemenge {1, ..., n} bilden
kann. Die entsprechende Formel — nimlich n"~2 — wird meist Cayley [1889] zuge-
schrieben, stammt aber (in dquivalenter Form) schon von Borchardt [1860]. Es gibt
fiir sie viele Beweise, von denen man drei bei Jungnickel [1994] nachlesen kann;
wir iibernehmen hier lediglich den kombinatorischen Beweis, der auf Priifer [1918]
zuriickgeht und ein sehr schones Beispiel fiir das wichtige Prinzip des Abzéhlens
durch eine geeignete Bijektion darstellt. Zudem hat er auch noch den Vorzug, eine
explizite Konstruktionsmethode und eine verniinftige Anordnung fiir alle Baume
auf {1, ..., n} zu liefern.

Es fillt auf, daB n" ~2 auch die Miichtigkeit der Menge Wy der Worter der Linge
n — 2 iiber einem n-elementigen Alphabet V ist. Daher liegt es nahe, eine geeignete
Bijektion zwischen ‘W und der Menge 7y der Baume auf V zu konstruieren, ndmlich
den Priifer-Code mty : Ty — Wy, den wir rekursiv definieren werden. Da wir dazu
eine Anordnung der Elemente von V benétigen, setzen wir im folgenden V als eine
Teilmenge von N voraus.

Es sei also G = (V, E) ein Baum. Firn = 2, etwa V = {a, b}, wird der
einzige Baum auf V (also die Kante ab) auf das leere Wort abgebildet, d.h. wir
setzen dann 7ty (G) = (). Fiirn > 3 verwenden wir das ,kleinste” Blatt von G und
den restlichen Baum auf n — 1 Punkten fiir eine rekursive Definition. Wir setzen
dazu

6.1) v=v(G) =min{u € V :deg;(u) =1}
und bezeichnen mit ¢ = ¢(G) die eindeutig bestimmte mit v inzidente Kante sowie
mit w = w(G) den anderen Endpunkt von e. Wir konnen nun annehmen, dall wir

bereits das dem Baum G \ v := (V \ {v}, E \ {e}) durch den Priifer-Code auf V \ {v}
zugeordnete Wort kennen und dann rekursiv

(6.2) v (G) = (w, Ty\(p) (G \ v)).

definieren.

Beispiel 6.1. Als Beispiel zeichnen wir fiir n = 6 einige Bdume und ihre Priifer-
Codes:



310 XIII Die Abzihltheorie von Polya

1 1
2 1
2
3 2
3
A 3
4
i 4
6
6 5 6 5
(2,3,4,5) (2,3,44) (2,3,3,3)
1
1 2 2
2 3 6 3
3 5 4 ]
4 6 5 6 5 4
(2,3,2,5) (3,3,44) (1,1,1,1)

Wir haben nun zu zeigen, dal damit die gewiinschte Bijektion erklért ist. Dazu
benotigen wir die folgende Hilfsaussage, die es uns erlaubt, das minimale Blatt
eines beliebigen Baumes G auf V aus seinem Priifer-Code zu bestimmen.

Lemma 6.2. Fiir jeden Baum G auf'V sind die Bliitter genau diejenigen Elemente
von V, die nicht in wy (G) auftreten. Insbesondere gilt daher

(6.3) v(G) = min{u € V | u kommt nicht in wy (G) vor}.

Beweis. Wir tiberlegen uns zunichst, daf3 ein Element # nur dann in ry (G) auftreten
kann, wenn es kein Blatt ist. Wenn nidmlich u als Koordinate in 7y (G) eingefiigt
wird, muf} im zu diesem Zeitpunkt betrachteten Teilbaum H das kleinste Blatt v(H)
zu u adjazent sein; wire auch u ein Blatt von G (und daher von H), so konnte H
als Baum nur aus den beiden Punkten u und v(G) bestehen und héitte damit das
leere Wort als Priifer-Code, womit u# doch nicht in 7wy (G) vorkdme. Umgekehrt
sei nun u kein Blatt. Da die rekursive Konstruktion des Priifer-Codes von G erst
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dann aufhort, wenn von G nur noch ein Baum auf zwei Punkten iibriggeblieben
ist, mufl mindestens eine mit u inzidente Kante wéhrend der Konstruktion entfernt
worden sein; es sei e die erste derartige Kante. Zu diesem Zeitpunkt war u noch kein
Blatt, weswegen der andere Endpunkt v von e das kleinste Blatt des betrachteten
Teilbaums gewesen sein muf}; nach Definition des Priifer-Codes wurde dann aber
u als néchste Koordinate verwendet. O

Satz 6.3. Der durch (6.1) und (6.2) definierte Priifer-Code my : Ty — Wy ist
eine Bijektion.

Beweis. Fiir n = 2 ist die Behauptung klar. Es sei also n > 3. Wir zeigen zunichst
die Surjektivitit von wy. Dazu sei w = (wy, ..., w,—2) ein beliebiges Wort der
Linge n — 2 iiber V. Wir erkldren v als das kleinste Element von V, das nicht
als Komponente von w auftritt. Mit Induktion konnen wir annehmen, daB3 es einen
Baum G’ auf der Punktemenge V \ {v} gibt, fiirden 7y (G') = (wo, ..., w,_2) gilt.
Wir fiigen nun zu G’ die Kante e = vw; hinzu (was von Lemma 6.2 nahegelegt
wird) und erhalten so einen Baum G auf V; man iiberlegt sich nun leicht, daf}
v = v(G) gilt und daher, wie gewiinscht, 7y (G) = w.

Fiir den Nachweis der Injektivitit seien G und H zwei Biume auf {1, ..., n},
firdie 7y (G) = my (H) gilt. Es sei v das kleinste Element in V', das nichtin 7wy (G)
vorkommt; nach Lemma 6.2 gilt dann v = v(G) = v(H). Daher enthalten sowohl
G als auch H die Kante ¢ = vw, wobei w die erste Komponente von wy (G) sei.
Somit sind G’ und H’ Béume auf V \ {w}, fiir die 7y (G') = 7y (H') gilt. Mit
Induktion folgt G’ = H’ und daher auch G = H. O

Man beachte, dafl der vorstehende Beweis in Verbindung mit Lemma 6.2 ein
konstruktives Verfahren zur Decodierung des Priifer-Codes liefert. Damit haben
wir das gewiinschte Resultat bewiesen, wobei sich die zweite Aussage ergibt, weil
man jeden Punkt eines Baumes als Wurzel wihlen kann:

Korollar 6.4. Sei V eine n-Menge. Dann gibt es genau n" =2 verschiedene Biume

und genau n" ' verschiedene Wurzelbiume auf der Punktmenge V .

Wir geben nun noch einige Ubungen zum Priifer-Code an:

I"Jbung 6.5. Man bestimme die Baume auf {1, . . ., n}, die zu den folgenden Priifer-
Codes gehoren:

2,3,....n—=2,n—-1); 2,3,....n—3,n—2,n—2);
3,3,4,5,....n—4n—-3,n—2,n—-2); (1,1,...,1).
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Ubung 6.6. Wie kann man aus dem Priifer-Code 7y (G) eines Baumes G den Grad
eines beliebigen Punktes u bestimmen? Man gebe eine Bedingung dafiir an, dal
1y (G) einen Weg bzw. einen Stern beschreibt.

Ubung 6.7. (di, ...,d,) sei eine Folge von positiven ganzen Zahlen. Man zeige,
daB es genau dann einen Baum auf n Punkten mit Graden (dy, ..., d,) gibt, wenn
di +---+d, =2 — 1) gilt. Ferner konstruiere man einen Baum mit Gradfolge
1,1,1,1,2,3, 3).

Es sei nochmals betont, dal wir in diesem Abschnitt zwei Bdume auf V als
verschieden angesehen haben, wenn ihre Kantenmengen verschieden sind. Wie im
vorigen Abschnitt erwéhnt, fragt man auch nach der Anzahl ¢, der Isomorphie-
typen von Biumen auf n Punkten. Wir wollen zu diesem schwierigeren Problem
wenigstens noch ein Beispiel angeben; zur Frage, wie man zwei Bdume (mit ausge-
zeichneter Wurzel) auf Isomorphie testet, verweisen wir auf Campbell und Radford
[1991].

Beispiel 6.8. Wir bestimmen alle [somorphietypen von Bidumen auf sechs Punkten
sowie die Anzahl der Biume des jeweiligen Typs. Man erhilt genau sechs Isomor-
phietypen, fiir die wir bereits in Beispiel 6.1 jeweils einen Représentanten angege-
ben haben. Im folgenden bezeichnen wir die dort gezeichneten Bdume der Reihe
nach mit 7y, ..., Tg. Sei nun T ein beliebiger Baum auf {1, ..., 6}. Dann sind die
zu T isomorphen Biume die Bilder von 7" unter einer Permutation o € Sg =: G;

es gibt also genau
Gl 6
IGrl |Gl
derartige Bdume, vergleiche Definition 2.2. Im einzelnen erhalten wir die folgenden
Stabilisatoren und Bahnlidngen |TC:

79 =

T:: zyklische Gruppe der Ordnung 2 (Spiegeln, insbesondere Vertauschen der
Blitter des Baumes), 360 isomorphe Biume;

T>: zyklische Gruppe der Ordnung 2 (Vertauschen der beiden unteren Blétter),
360 isomorphe Biume;

T5: symmetrische Gruppe S3 (auf den drei unteren Blittern), 120 isomorphe
Biume;
Ty: zyklische Gruppe der Ordnung 2 (Vertauschen der beiden unteren Aste), 360

isomorphe Béume;

Ts: direktes Produkt von drei zyklischen Gruppen der Ordnung 2 (Spiegeln, also
Vertauschen der beiden Zentren und der beiden Blattpaare, sowie Vertauschen
der Blitter des ,,oberen” bzw. ,,unteren” Blattpaares), 90 isomorphe Biume;
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Ts: symmetrische Gruppe S5 (auf den fiinf Blittern), 6 isomorphe Béume.

Insgesamt ergeben sich also 360 4360 + 120 4360 +90 + 6 = 1296 = 6* Biume
auf sechs Punkten, in Ubereinstimmung mit Korollar 6.4.



XIV Kombinatorische Betrachtungen topologischen
Ursprungs

In diesem Kapitel wollen wir einige Proben kombinatorischen Denkens kennenler-
nen, die ihren Ursprung in topologischen Fragestellungen haben, ndmlich

¢ das Konigsberger Briickenproblem,
¢ die Eulersche Polyederformel,

¢ den Fiinffarbensatz,

o Sitze iiber Hamiltonsche Kreise,

¢ das Spernersche Lemma,

¢ den Satz von Helly.

Der Wert dieser kombinatorischen Ergebnisse wird durch innermathematische An-
wendungen demonstriert. Aus dem Polyedersatz leiten wir die fiinf platonischen
Korper ab und aus dem Spernerschen Lemma den Brouwerschen Fixpunktsatz, der
seinerseits wieder eine Fiille von weiteren Anwendungen besitzt.

Wir bewegen uns in diesem Kapitel mit kombinatorischen Riistzeug im Bereich
der Geometrie. Hierzu wire es streng genommen erforderlich, die Grundlagen fiir
die geometrischen Betrachtungen exakt aufzubauen. So miifiten wir beispielswei-
se eigentlich an mehreren Stellen den Jordanschen Kurvensatz, das Theorem von
Schoenflies und das Kuratowskische Planarititskriterium heranziehen oder vor-
weg etwas iiber simpliziale Zerlegungen beweisen. Um jedoch im kombinatori-
schen Rahmen zu bleiben, stellen wir uns in Sachen Geometrie auf einen naiv-
anschaulichen Standpunkt. Der Leser moge sich darauf verlassen, daf} sich die
weggelassenen geometrischen Details nachtragen lielen.

1 Das Konigsberger Briickenproblem

Im Jahre 1736 begriindete Leonhard Euler (1707 — 1783) die Graphentheorie, indem
er ein Problem 16ste, von dem ein Spezialfall damals anscheinend Tagesgesprich
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war: das Konigsberger Briickenproblem. Fiir nihere historische Informationen ver-
weisen wir auf Wilson [1986] sowie auf Biggs, Lloyd und Wilson [1976]. Die
Geographie der ostpreuBBischen Stadt Konigsberg sah damals — fiir unsere Zwecke
vereinfacht — ungefihr so aus:

Griine Briicke Kriamerbriicke
=
=
o
2
=
)
S,
Kouelbriicke Schmiedebriicke
jas!
- g J
=2
g
[=H
N~
o NG
X, hal
Oha B
ruclfe

Das Problem lautet: Kann man einen Rundgang machen, bei dem man jede der
sieben Konigsberger Briicken genau einmal iiberschreitet? Indem man jedes der vier
Territorien auf einen Punkt zusammenzieht, gelangt man zu folgendem Graphen:

Nun sieht man, dal ein Rundgang jedes Territorium ebensooft verldBt wie er es
betritt. Wenn dabei jedesmal eine andere Briicke beniitzt werden soll, ist ein Rund-
gang nur moglich, wenn von jedem Territorium eine gerade Anzahl von Briicken
ausgeht. Dies ist in Konigsberg ganz und gar nicht der Fall, also ist ein solcher

Rundgang nicht moglich.
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Genauer hitten wir eben von einem ,,Multigraphen™ sprechen sollen, da hier
parallele Kanten — also zwei Kanten mit denselben Endpunkten — vorliegen, womit
man die Kantenmenge E also nicht einfach als eine Menge von 2-Teilmengen
der Punktemenge V ansehen kann. Formal kann man dies wie folgt erfassen: Ein
Multigraph G ist ein Paar (V, E) von Mengen zusammen mit einer Abbildung ¢
von E in die Menge der 2-elementigen Teilmengen von V. Man nennt wieder V
die Menge der Punkte und E die Menge der Kanten von G; fiir jedes e € E sind
dann die beiden Punkte in ¢ (e) die Endpunkte der Kante e. Die in § I1.2 fiir Graphen
eingefiihrten Begriffe iibertragen sich unmittelbar auf Multigraphen. Dariiberhinaus
seiein Eulerscher Weg bzw. ein Eulerscher Kreis ein Weg bzw. Kreis, der jede Kante
von G genau einmal enthélt. Mit diesen Begriffen konnen wir nun das Ergebnis
von Euler formulieren.

Satz 1.1 (Satz von Euler). Ein zusammenhdngender Multigraph G besitzt genau
dann einen Eulerschen Kreis, wenn jeder Punkt von G geraden Grad hat.

Beweis. Die Notwendigkeit der angegebenen Bedingung folgt wie im Beispiel des
Konigsberger Briickenproblems und sei dem Leser als Ubung iiberlassen. Umge-
kehrt habe nun jeder Punkt von G geraden Grad. Man gehe von einem beliebigen
Punkt v aus und spaziere solange wie moglich lings immer neuer Kanten weiter,
bis man nicht mehr auf diese Weise weiterkann. Da alle Grade gerade sind, ist man
wieder bei v angelangt und hat einen Rundgang gemacht; es gibt also Kreise in G.
Sei nun
C:vlvy&2uvy— —uvy & v, =19
ein Kreis von maximaler Linge n. Angenommen, C enthilt noch nicht alle Kan-
ten des Graphen, so verbinde man einen Endpunkt einer unverbrauchten Kante
mit einem Punkt aus C und achte darauf, wann man dabei zum ersten Mal einen
Punkt aus dem Rundgang trifft; das geht wegen des Zusammenhangs von G. So
erhilt man eine an einem Punkte des Kreises hingende, von diesem aber nicht ver-
wendete Kante. Man beniitzt sie, um in dem nach Elimination der Kanten von C
verbleibenden Multigraphen — in dem offenbar wieder jeder Punkt geraden Grad
hat — nach dem vorigen Rezept einem Rundgang zu machen, der sich anschlieBend
als zusitzlicher Kreis in den gegebenen Kreis einfiigen 146t. Dies widerspricht der
Maximalitit des Kreises C, also hatte dieser bereits simtliche Kanten verbraucht.
O

Wir haben uns bei diesem Beweis absichtlich mit einer verbalen Skizze begniigt,
weil sich der Ubergang zu einer formalisierten Darstellung von selbst versteht.
Wichtiger ist, daf} dieser Beweis gleichzeitig einen effektiven Algorithmus zur Kon-
struktion eines Eulerschen Kreises liefert; man sieht leicht, da3 man ein Verfahren
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der (offenbar bestmoglichen) Komplexitit O(|E|) erhilt, wobei wir die in §11.3
eingefiihrte Notation verwenden.

2 Der Eulersche Polyedersatz

Betrachten wir einmal die fiinf sogenannten platonischen Polyeder (oder platoni-
schen Korper):

A DB

Tetraeder Wiirfel Oktaeder Dodekaeder Ikosaeder

e

Fiir jedes dieser Polyeder wollen wir folgende Zahlen ermitteln:

f = Anzahl der Fliachen (,,faces™),
e = Anzahl der Kanten (,,edges™),
v = Anzahl der Ecken (,,vertices™);

anschlieBend bilden wir die Wechselsumme f — e + v. Es ergibt sich folgende
Tabelle:

Polyeder fle |v | f—e+v
Tetraeder 4 16| 4 2
Wiirfel 6 |12 8 2
Oktaeder 8 |121] 6 2
Dodekaeder | 12 | 30 | 20 2
Ikosaeder 20 [ 30 | 12 2

Man macht die Beobachtung, da3 die Wechselsumme in all diesen Fillen denselben
Wert 2 besitzt. Ein Gesetz kiindigt sich an, das von Euler [1752/53] allgemein her-
ausgearbeitet wurde, vielleicht aber bereits René Descartes (1596—1650) teilweise
bekannt war. Es ist nicht auf die platonischen Korper beschrinkt, sondern gilt ganz
allgemein fiir Polyeder oder, was topologisch dasselbe ist, fiir Kurvennetze auf der
Kugelfldche. Fiir andere geschlossene Flichen (beispielsweise den Torus) gelten
dhnliche Gesetze. Fiir die Kugel haben wir den folgenden Sachverhalt:

Satz 2.1 (Eulerscher Polyedersatz fiir die Kugel). Ein Kurvennetz zerlege die Ku-
gelfldche so, dafy [ Flichenstiicke, e Kurvenstiicke und v Ecken entstehen. Dann
hat die Wechselsumme f — e + v den Wert 2.
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Beweis. Wir denken uns das Kurvennetz schrittweise durch eine Abfolge folgender
Operationen aufgebaut, wobei man zuvor noch als ersten Schritt eine Ecke setzt.

(a) Unterteilung eines Kurvenstiicks durch eine neue Ecke;

(b) Verbindung zweier schon vorhandener Ecken durch eine Kurve, die sonst
keines der schon vorhandenen Kurvenstiicke trifft;

(c) Ansetzen eines neuen Kurvenstiicks mit neuem Endpunkt an eine schon vor-
handene Ecke.

Nach dem ersten Schritt — also dem Setzen der Anfangsecke —hat man f = v =1,
e = 0, also die Wechselsumme 2. Bei (a) und (c) steigen v und ¢ um je 1, so daf}
die Wechselsumme sich nicht dndert. Bei (b) steigen f und e um je 1, so daB} die
Wechselsumme sich ebenfalls nicht dndert. Wihrend des ganzen Aufbaus unseres
Kurvennetzes behilt also die Wechselsumme den nach dem ersten Schritt bereits
eingestellten Wert 2; sie hat diesen Wert also auch, wenn das Kurvennetz vollendet
ist. O

Héufig wird der Eulersche Polyedersatz 2.1 auch als ein Satz iiber planare Gra-
phen formuliert. Dabei heif3t ein Graph planar, wenn man seine Punkte und Kanten
so in die Ebene zeichnen kann (wobei die Kanten als Kurven realisiert werden), daf3
keine zusétzlichen Schnittpunkte entstehen; man kann zeigen, da3 man dabei sogar
lediglich Strecken benétigt. Ein planarer Graph kann also als Kurvennetz in der
Ebene angesehen werden; jede konkrete Realisierung eines planaren Graphen in
dieser Form heil3t ein ebener Graph. Das ist im Grunde dasselbe wie ein Kurvennetz
auf der Kugel, wie die stereographische Projektion von einem Punkt einer Kugel
auf eine sie nicht schneidende Ebene zeigt. Wenn wir die Punkte und Strecken von
G weglassen, zerfillt die Ebene in Gebiete. In dieser Intrepretation liest Satz 2.1
sich dann wie folgt:

Satz 2.2 (Eulerscher Polyedersatz). G sei ein zusammenhdingender ebener Graph
mit n Punkten, m Kanten und f Gebieten. Dann giltn —m + f = 2.

Ubung 2.3. Man betrachte auf der Torusfliche Kurvennetze der folgenden Typen:

Dreieckszerlegungen
Viereckszerlegungen

Sechseckszerlegungen

und bestimme jedesmal f, e, v und die Wechselsumme.
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Ubung 2.4. Man baue auf der Torusfliche ein Kurvennetz schrittweise wie im
Beweis von Satz 2.1 auf und zeige, dafl die Wechselsumme den Wert O besitzt, falls
die Flichenstiicke deformierte Polygone sind.

Wir zeigen nun die wohl beriihmteste Anwendung von Satz 2.1, die bereits im
klassischen Griechenland bekannt war. Dazu heif3e ein Polyeder reguldr, wenn es
natiirliche Zahlen n und k gibt, so daf}

¢ jede Fladche ein regulédres n-Eck ist und
» von jeder Ecke genau k Kanten ausgehen.

Satz 2.5. Die einzigen reguliren Polyeder im dreidimensionalen Raum sind die
fiinf platonischen Korper.

Beweis. Wir bekommen jede Kante zweimal, wenn wir entweder jeder Fldche ihre
n Randkanten oder aber jeder Ecke die k von ihr ausgehenden Kanten zuordnen;
also gelten die Gleichungen

2¢ = nf = kv.

Zusammen mit Satz 2.1 ergibt sich

2e 2e 2 2
2=f—-etv=——e+—=¢e|-——1+-],
n n

k k

also

2 1+ 2 0

- — - >

n k
und folglich
*) 1 n 1 1
* -4+ - > -

n k 2

Aus geometrischen Griinden muf3 n,k > 3 gelten und dann wegen (x) auch
n,k < 5. Im Fall n = 3 erhilt man fiir k = 3 das Tetraeder, fiir k = 4 das
Oktaeder und fiir k = 5 das Ikosaeder. Ist n > 4, folgt aus (x) sogar k = 3 und
man erhilt fiir » = 4 den Wiirfel und fiir n = 5 das Dodekaeder. O

Als zweite Anwendung des Eulerschen Polyedersatzes — diesmal in der Formu-
lierung von Satz 2.2 — zeigen wir, daB} planare Graphen nuf3 verhiltnisméBig wenige
Kanten enthalten konnen. Dafiir benotigen wir noch zwei Begriffe. Eine Kante e
eines zusammenhingenden Graphen G heifit eine Briicke, wenn das Entfernen von
e den Zusammenhang zerstort. Die Taillenweite eines Graphen, der Kreise enthilt,
ist die kiirzeste Linge eines Kreises.
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Satz 2.6. G sei ein zusammenhdngender planarer Graph auf n Punkten. Wenn G
kreisfrei ist, hat G genau n — 1 Kanten, und wenn G Taillenweite > g hat, hat
G hochstens g(n — 2) /(g — 2) Kanten.

Beweis. Die erste Aussage gilt nach Ubung XII1.4.2. Sei also G ein zusammenhin-
gender ebener Graph mit n» Punkten und m Kanten, dessen Taillenweite > g ist.
Dann gilt n > 3. Wir verwenden Induktion iiber n; der Induktionsanfang n = 3
ist dabei trivial. Wir nehmen zunichst an, dal G eine Briicke e enthilt. Durch
Entfernen von e zerfillt G also in zwei zusammenhéngende Untergraphen G und
G auf disjunkten Punktemengen; die Punkte- bzw. Kantenzahl von G; sei n; bzw.
m; (i = 1,2),alson = ny +np und m = my; + my + 1. Da e eine Briicke
war, enthélt mindestens einer dieser beiden Graphen einen einfachen Kreis. Wenn
sowohl G als auch G, Kreise enthalten, haben beide mindestens Taillenweite g,
und mit Induktion folgt

g((nl—2)+(nz—2))+1 - g(n—2)'

= 1 <
m=m;+my+1=< 22 g2

Wenn dagegen einer der beiden Untergraphen, etwa G, kreisfrei ist, gilt m, =
ny — 1; dhnlich wie eben folgt dann

-2 -2
m=m;+my+1< M—i—ng < M
g—2 g—2
Ab jetzt konnen wir also annehmen, dal G keine Briicke enthilt; dann liegt jede
Kante von G in genau zwei Gebieten. Wenn wir die Anzahl der Gebiete, deren Rand
ein Kreis aus i Kanten ist, mit f; bezeichnen, ergibt sich

2m=Yifi =) afi=af,

1

da jeder Kreis mindestens g Kanten enthélt. Mit Satz 2.2 folgt

2m gn—2)
m+2=n+f<n+4+—, also m < —.
g g—2

Korollar 2.7. G sei ein zusammenhdngender planarer Graph auf n > 3 Punkten.
Dann hat G hochstens 3n — 6 Kanten, und es gibt Punkte vom Grad < 5.

Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich unmittelbar aus Satz 2.6, da G — falls es
iiberhaupt Kreise gibt — mindestens Taillenweite 3 hat. Falls nun alle Punkte von
G Grad > 6 hitten, miisste es mindestens 6n/2 = 3n Kanten geben. O



XIV.2 Der Eulersche Polyedersatz 321

Beispiel 2.8. Der vollstindige Graph K ist nach Korollar 2.7 nicht planar, da ein
planarer Graph auf fiinf Punkten hochstens neun Kanten haben kann. Der unten
gezeichnete vollstindige bipartite Graph K3 3 hat Taillenweite 4 und ist somit nach
Satz 2.6 nicht planar, da er mehr als acht Kanten hat.

K33 Der Petersen-Graph

Ubung 2.9. Man zeige, daB der oben gezeichnete Petersen-Graph nicht planar ist
und die symmetrische Gruppe Ss als Automorphismengruppe zulaft.

Hinweis: Man kann die Punkte von G so mit den 2-Teilmengen von {1, ..., 5}
identifizieren, dal zwei Punkte genau dann adjazent sind, wenn die entsprechenden
2-Teilmengen disjunkt sind.

Ubung 2.10. G sei ein planarer Graph auf n Punkten. Wir bezeichnen mit ny die
Anzahl der Punkte vom Grad hochstens d. Man beweise

n(d—5)+12

>
=T

und wende diese Formel fiird = 5und d = 6 an.

SchlieBlich wollen wir noch ohne Beweis einen der beriihmtesten Sitze der Gra-
phentheorie angeben, nimlich die Charakterisierung der planaren Graphen nach
Kuratowski [1930]. Fiir den elementaren, aber recht umfangreichen Beweis sei
auf Harary [1969], Aigner [1984], Thomassen [1981] oder die Monographie von
Nishizeki [1988] verwiesen. Zunichst noch zwei Begriffe! Eine Unterteilung eines
Graphen G ist ein Graph H, der durch mehrfache Anwendung der folgenden Ope-
ration aus G erhalten werden kann: Man ersetze eine Kante e = ab durch einen
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einfachen Weg (a, x1, ..., x,, b), wobei alle x; neue Punkte sind. Zwei Untertei-
lungen desselben Graphen G werden homdomorph genannt.

Satz 2.11 (Satz von Kuratowski). Ein Graph G ist genau dann planar, wenn er
keinen zu Ks oder K3 3 homoomorphen Untergraphen enthdilt.

Wir haben in diesem Abschnitt — wie angekiindigt — alle topologischen Details
weggelassen. Wer sich eine genauere Einfithrung planarer Graphen wiinscht, kann
diese beispielsweise im auch sonst sehr empfehlenswerten Buch von Diestel [2000]
finden.

3 Der Fiinffarbensatz

Wir denken uns eine Kugelfliche (oder auch die Ebene) durch ein Netz von Kurven
so in Teilflachen zerlegt, dal nie mehr als drei Fliachen einen Punkt gemeinsam
haben; man spricht dann auch von einer (zuldssigen) Landkarte, Grenzlinen und
Léindern. Es soll also nicht —wie das an einer Stelle in den USA (Utah, Arizona, New
Mexico, Colorado) der Fall ist — Vierldnderecken geben. Wir nehmen fiinf verschie-
dene Farben und malen die Lénder so an, daB3 an keiner Grenzlinie gleiche Farben
aufeinanderstoBen; das ist eine (zuldssige) Fdrbung. Es stellt sich die Frage, ob das
immer geht. Die Antwort lautet ,,Ja*, und dies ist der sogenannte Fiinffarbensatz
von Heawood [1890], den wir in diesem Abschnitt beweisen werden.

Zunichst wollen wir unser Problem graphentheoretisch umformulieren; dazu
zwei Definitionen. Eine (zulédssige) Fdrbung eines Graphen G = (V, E) ordnet
jedem Punkt derart eine Farbe zu, dal} adjazente Punkte stets verschieden gefirbt
sind; formal haben wir es also mit einer Abbildung von V in eine Menge F' von
Farben zu tun, die der genannten Bedingung geniigt. Die chromatische Zahl x (G)
ist als die minimale Anzahl von Farben in einer Firbung von G erklirt.

Beispiel 3.1. Ein Graph G hat genau dann chromatische Zahl 2, wenn man die
Punktemenge von G so in zwei Teilmengen S und 7' zerlegen kann, da} keine
Kante beide Endpunkte in S oder beide Endpunkte in 7 hat. Die Graphen G mit
x (G) = 2 sind also genau die bipartiten Graphen.

Was hat dies nun mit dem Firben von Landkarten zu tun? Wir bilden dazu aus
der gegebenen Landkarte einen Graphen G = (V, E), dessen Punkte die Linder
sind; dabei seien zwei Punkte (also zwei Linder) genau dann adjazent, wenn sie
eine gemeinsame Grenzlinie haben. Offenbar ist G planar; man sieht das, indem
man jeder Fldche einen Punkt in ihrem Inneren zuordnet und die Adjazenz durch
Verbindungsstrecken realisiert. Dann entspricht jede Farbung der Landkarte einer
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Férbung des Graphen G, und der Fiinffarbensatz wird zu der Aussage, daf} planare
Graphen stets x (G) < 5 erfiillen.

Beispiel 3.2. Zum ,,Aufwirmen” beweisen wir zunéchst den analogen Sechsfar-
bensatz. Sei also G ein planarer Graph. Nach Korollar 2.7 gibt es einen Punkt v mit
Grad hochstens 5. Mit Induktion kénnen wir annehmen, dafl G \ v mit sechs Farben
zuldssig gefiarbt werden kann. Dann bleibt fiir die Farbung von v noch mindestens
eine Farbe iibrig, die an keinem der Nachbarn von v auftritt, womit wir auch G
zuldssig farben konnen.

Der kiirzeste und eleganteste Beweis des Fiinffarbensatzes stammt von Thomas-
sen [1994] und zeigt eine viel stiarkere Aussage; wir benotigen dafiir noch einige
Definitionen. Zunéchst verallgemeinern wir den Begriff der zulédssigen Firbung,
indem wir jedem Punkt v eine eigene als Farbliste bezeichnete Menge F(v) und
dann jeweils aus dieser Menge eine Farbe f(v) zuordnen; adjazente Punkte sol-
len dabei wieder verschieden gefirbt sein. Jeder derartige Abbildung f hei3t eine
(zuldssige) Listenfdrbung (englisch: ,,list coloring”). Der friihere Farbungsbegriff
ist also der Spezialfall, in dem alle Punkte dieselbe Farbliste haben. Ein Graph
G wird k-wdhlbar (englisch: ,.k-choosable) genannt, wenn es fiir jede Auswahl
von Farblisten F'(v) der Méchtigkeit > k eine zuldssige Listenfarbung gibt. Die
Auswahlzahl (englisch: ,.k-choosability” oder ,,list coloring number*) ch(G) ist als
das minimale k erkléart, fiir das G k-wéhlbar ist. Trivialerweise gilt stets

(3.1 ch(G) = x(G).
Im allgemeinen hat man dabei nicht Gleichheit:

Beispiel 3.3. Wir betrachten den bipartiten Graphen G = K3 3, der nach Beispiel
3.1 chromatische Zahl 2 hat. Wenn wir den drei Punkten in einer der beiden Klassen
der Bipartition von G jeweils die Farblisten {1, 2}, {1, 3} und {2, 3} zuordnen, gibt
es keine zuldssige Listenfidrbung; in der Tat gilt ch(K33) = 3. Die Einzelheiten
seien dem Leser als Ubung iiberlassen.

Es gibt sogar bipartite Graphen mit beliebig groler Auswahlzahl; siche Erdds,
Rubin und Taylor [1980]. Um so bemerkenswerter ist der folgende Satz von Tho-
massen [1994], der den Fiinffarbensatz auf Listenfarbungen verallgemeinert. Zuvor
noch zwei Begriffe. Es sei C ein Kreis in einem Graphen G = (V, E). Eine Sehne
von C ist eine Kante e € E, die zwei nicht aufeinander folgende Punkte des Krei-
ses verbindet. Wir setzen nun G als eben voraus. Dann heiit G trianguliert oder
auch eine Triangulation, wenn jede beschrinkte Fliche als Rand ein Dreieck — also
einen Kreis der Liange 3 — hat; man beachte, daB} nichts fiir das eindeutig bestimmte
unendliche Gebiet verlangt wird.
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Satz 3.4. Es sei G ein planarer Graph. Dann gilt ch(G) < 5.

Beweis. Sei also jedem Punkt v von G eine Farbliste F'(v) der Méchtigkeit > 5
zugeordnet. Wir konnen G als in der Ebene gezeichnet annehmen. Dabei sei

C:vi—vyp—v3—-- —Vp 1 —Vp =1

der Kreis, der die durch die gegebene ebene Realisierung von G eindeutig be-
stimmte unendliche Fliche berandet. Falls G noch nicht trianguliert ist, kann man
durch Hinzufiigen geeigneter neuer Kanten aus G eine ebene Triangulation herstel-
len. Dadurch wird eine fiir die gegebenen Farblisten zulidssige Farbung allenfalls
schwieriger. Wir konnen also im folgenden 0.B.d.A. voraussetzen, da} eine Trian-
gulation mit duBerem Randkreis C vorliegt. Wir erschweren unsere Aufgabe nun
noch etwas mehr, indem wir die Farben der Punkte v; und v, vorschreiben und fiir
alle Punkte v € C \ {vy, vy} lediglich | F(v)| > 3 verlangen. Dieser Trick wird es
uns erlauben, die Existenz einer zuldssigen Farbung mit Induktion iiber die Anzahl
n der Punkte von G zu beweisen.

Der Induktionsanfang p = n = 3, also G = C, ist trivial, da ja fiir den
Punkt vz noch mindestens eine der drei gegebenen Farben zuléssig ist. Fiir den
Induktionsschritt (in dem notwendigerweise n > 4 gilt) unterscheiden wir zwei
Fille. Im ersten Fall nehmen wir an, da3 C eine Sehne ¢ = vw hat. Dann enthilt
C U {e} genau zwei Kreise C1 und C, (mit gemeinsamer Kante e); dabei gelte etwa
vivy € Ci. Wir konnen nun die Induktionsannahme zunéchst auf C; anwenden
und eine zuldssige Farbung f; des durch C; berandeten Teilgraphen finden, fiir
die v; und v, die vorgeschriebenen Farben annehmen. Danach wenden wir die
Induktionsannahme auf C» an und finden nun eine zuldssige Farbung f> des durch
C, berandeten Teilgraphen, fiir die v und w die durch f; vorgegebenen Farben
annehmen. Insgesamt ergibt sich so die gesuchte zulidssige Farbung fiir G.

Es bleibt der zweite Fall, in dem der Randkreis C keine Sehne besitzt. Wir
betrachten die Nachbarn von v, und ordnen sie in ihrer natiirlichen Reihenfol-
ge um v, herum an; wir erhalten — 0.B.d.A. im Uhrzeigersinn — der Reihe nach
Ui, U1, ..., Uk, Vp—1, wobei alle u; im Inneren von C liegen. Da G trianguliert ist,
muf}

W:ivi—u—up—- —up—vp|

ein Weg in G sein; weil C keine Sehnen besitzt, ist C* := WU (C \ {v,}) ein Kreis,
der den Teilgraphen G\ v, berandet. Wir wihlen nun zwei von der vorgeschriebenen
Farbe f(v1) verschiedene Farben in F'(v,) und entfernen sie aus allen Farblisten
F(u;) i =1,...,k),die danach jeweils noch Michtigkeit > 3 haben. Wir kénnen
nun die Induktionsannahme auf C* und die modifizierten Farblisten anwenden und
eine hierfiir zuldssige Firbung f des durch C* berandeten Teilgraphen G \ v,
finden, fiir die v; und v, die vorgeschriebenen Farben annehmen. Danach konnen
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PN
v

Up_l

v

Zu Fall 1 Zu Fall 2

wir abschlieBend auch fiir v, eine zuldssige Farbe wihlen, da mindestens eine der
zuvor aus F'(v,) gewihlten Farben von f(v,_1) verschieden sein muB. O

Korollar 3.5 (Fiinffarbensatz). Es sei G ein planarer Graph. Dann gilt x (G) < 5.
O

Vielleicht das beriihmteste Problem der Graphentheorie war die weit tiber hun-
dert Jahre offene Frage, ob es auch mit vier Farben geht. Dieses sogenannte Vier-
farbenproblem wurde im Oktober 1852 von Francis Guthrie gestellt und dann von
Augustus de Morgan (1806 —1871) in einem Brief an Sir William Rowan Hamilton
(1805—1865) wohl erstmals schriftlich fixiert; 1878 wurde es von Arthur Cayley
(1821 -1895) der London Mathematical Society prisentiert und dadurch wesent-
lich bekannter. Ein Jahr spiter publizierte der englische Rechtsanwalt und Ma-
thematiker Alfred Bray Kempe [1879,1879/80] einen ,.Beweis* fiir die Richtig-
keit der Vierfarbenvermutung, in dem aber Heawood [1890] einen irreparablen
Fehler entdeckte; allerdings konnte Heawood den Beweis modifizieren und so
den Fiinffarbensatz erhalten. Danach haben sich noch viele bedeutende Mathe-
matiker mit dem Vierfarbenproblem beschiftigt, so etwa Heffter [1891], Birkhoff
[1912,1913,1930,1934], Birkhoff und Lewis [1946] und Ore [1967]. 1976 kiindig-
ten schlieBlich Kenneth Appel und Wolfgang Haken einen Beweis an, der sich auf
die alten Ideen von Kempe sowie auf Vorarbeiten von Heinrich Heesch stiitzte und
— nach langeren theoretischen Vorbereitungen — die computergestiitzte Erledigung
von 1482 Einzelfillen (den ,;unvermeidbaren Konfigurationen) erforderte; siche
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Appel und Haken [1977], Appel, Haken und Koch [1977] sowie Haken [1977].
Die Diskussion um diesen Beweis hielt lange an, weswegen die Autoren schlief3-
lich eine 741 Seiten lange algorithmische Version prisentierten, in der auch etliche
kleinere Fehler korrigiert und weitere unvermeidbare Konfigurationen hinzugefiigt
wurden; siche Appel und Haken [1989]. Vor einigen Jahren haben dann Robertson,
Sanders, Seymour und Thomas [1997] einen auf denselben Ideen basierenden, aber
viel kiirzeren und leichter verifizierbaren Beweis angegeben, womit das Vierfarben-
problem nun endgiiltig zu einem Satz geworden ist:

Satz 3.6 (Vierfarbensatz). Sei G ein planarer Graph. Dann gilt x (G) < 4.

Eine Skizze des neuen Beweises sowie eine Diskussion von Querbeziigen zwi-
schen dem Vierfarbensatz und anderen Zweigen der Mathematik findet man bei
Thomas [1998]. Man konnte nun hoffen, diesen Satz vielleicht auch ganz anders
in den Griff zu bekommen, indem man ein entsprechendes Analogon von Satz 3.4
beweist. Leider geht das nicht, da es planare Graphen gibt, die nicht 4-wihlbar sind;
das erste derartige Beispiel stammt von Voigt [1993].

Natiirlich kann man das Fiarbungsproblem fiir alle erdenklichen Flédchen stellen,
denn dort lassen sich ja auch Landkarten zeichnen. Die chromatische Zahl x (F)
einer solchen Fliche ist wieder die Minimalzahl an Farben, die man braucht, um
jede zuldssige Landkarte auf F so zu firben, daf3 an keiner Grenzlinie gleiche Far-
ben aufeinanderstofen. Falit man beispielsweise die orientierbaren geschlossenen
Fldchen ins Auge, so bedient man sich des Klassifikationstheorems, welches besagt,
daB sich jede solche Fliche topologisch als eine Kugelfliche mit einer gewissen
Anzahl g von Henkeln darstellen 146t. Man nennt g das Geschlecht der Fliche F.
So haben etwa die Kugel selbst das Geschlecht g = 0 und der Torus das Geschlecht
g = 1. Heawood [1890] stellte die Formel

7 1+48
(32) X(F) = L+— 2+’°’J

auf und bewies sie fiir g = 1, indem er x(Torus) = 7 zeigte; fiir g = 0 lie-
fert Formel (3.2) ebenfalls den korrekten Wert, ndmlich yx (F) = 4. Fiir alle
g > 1 wurde die Formel (3.2) 1968 durch Ringel und Youngs [1968] bewiesen;
an den Vorarbeiten waren Terry und Welch maBigeblich mitbeteiligt. Ringel hatte
schon friiher die chromatische Zahl fiir séimtliche geschlossenen nichtorientierba-
ren Flachen bestimmt; starke Vereinfachungen erfolgten 1968 durch Youngs; siche
Ringel [1959,1971,1974].

Ubung 3.7. Man gebe auf dem Torus eine zulissige Landkarte an, die mit weniger
als sieben Farben nicht zuldssig farbbar ist.
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Mehr iiber Firbungen von Graphen, die auf Flichen eingebettet sind, findet
man bei Mohar und Thomassen [2001]. Das Standardwerk iiber Farbungsprobleme
allgemein ist Jensen und Toft [1995]. Ein interessanter Ubersichtsartikel iiber Li-
stenfarbungen stammt von Woodall [2001].

4 Hamiltonsche Kreise

1856 stellte Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865), dessen Name auch durch
den Satz von Cayley-Hamilton, die Quaternionen und den Hamilton-Operator in
der Mechanik bekannt ist, ein kleines Gesellschaftsspiel vor: Man fahre s@mtliche
Ecken eines Dodekaeders, oder auch eines Ikosaeders, lings der Kanten dieses
Polyeders ab, ohne eine Ecke zweimal zu beriihren; siche Hamilton [1856,1858].
Die folgende Abbildung gibt eine Losung:

Allgemein nennt man einen Kreis, der jeden Punkt eines gegebenen Graphen G
genau einmal enthilt, einen Hamiltonschen Kreis fiir G; jeder Graph, der einen
solchen Kreis besitzt, heiBt ein Hamiltonscher Graph. Ahnlich wird ein Weg, der
jeden Punkt von G genau einmal enthilt, ein Hamiltonscher Weg fiir G genannt.

Beispiel 4.1. Offenbar ist der vollstindige Graph K, auf n Punkten Hamiltonsch;
in der Tat liefert hier jede Permutation der Punkte einen Hamiltonschen Kreis,
weswegen K, genau n! Hamiltonsche Kreise enthilt.

Ubung 4.2. Man formuliere den Begriff ,Graph des d-dimensionalen Wiirfels*
prizise und zeige, daf} dieser Graph Hamiltonsch ist.

Hinweis: Man arbeite mit Induktion nach d.
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Am liebsten hitte man nun — wie im Fall Eulerscher Kreise — eine notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Existenz von mindestens einem Hamilton-
schen Kreis in einem gegebenen Graphen G. Obwohl Eulersche und Hamilton-
sche Kreise dhnlich klingende Definitionen haben, bestehen aber zwischen beiden
Begriffen grofie Unterschiede. Insbesondere kennt man keine befriedigende Kenn-
zeichnung der Hamiltonschen Graphen. In der Tat gibt die Komplexititstheorie
Anlal} zu der Vermutung, daf} es eine ,,gute” Kennzeichnung dieser Graphen auch
gar nicht geben kann, da die Frage, ob ein Graph Hamiltonsch ist, zu den sogenann-
ten NP-vollstindigen Problemen gehort; niheres dazu findet man beispielsweise
bei Jungnickel [1994]. Dagegen sind viele hinreichende Bedingungen fiir die Exi-
stenz eines Hamiltonschen Kreises bekannt; die meisten dieser Bedingungen sind
Aussagen tliber die Grade des zugrundeliegenden Graphen. Wir wollen in diesem
Abschnitt einige derartige Kriterien kennenlernen.

Wir beginnen mit einem allgemeinen Ergebnis von Bondy and Chvétal [1976],
aus dem sich viele konkrete Bedingungen ableiten lassen. Dazu bendtigen wir die
folgende Konstruktion. Sei G ein Graph auf n Punkten. Falls G nicht-adjazente
Punkte # und v mit deg u + deg v > n enthilt, fiigen wir die Kante uv zu G hinzu.
Dieser Prozefl wird solange durchgefiihrt, bis wir einen Graphen [G] erhalten, in
dem fiir je zwei nicht-adjazente Punkte x und y stets degx + degy < n gilt; [G]
heiBt der Abschluf3 von G. Der Leser moge sich als Ubung davon iiberzeugen, daB
[G] eindeutig bestimmt ist.

Satz 4.3. Ein Graph G ist genau dann Hamiltonsch, wenn sein Abschiuf3 [G] Ha-
miltonsch ist.

Beweis. Wenn G Hamiltonsch ist, gilt dies trivialerweise auch fiir [G]. Sei also
umgekehrt [G] Hamiltonsch. Da [G] aus G durch sukzessives Hinzufiigen von
Kanten gemil der oben beschriebenen Konstruktion entsteht, reicht es zu zeigen,
daB ein derartiger Schritt keinen Einfluf} darauf hat, ob die betrachteten Graphen
Hamiltonsch sind. Seien also nicht-adjazente Punkte # und v von G mit degu +
degv > n gegeben; H sei derjenige Graph, der durch Hinzufiigen der Kante uv
aus G ensteht. Angenommen, H ist Hamiltonsch, aber G nicht. Dann gibt es in
H einen Hamiltonschen Kreis, der notwendigerweise die hinzugefiigte Kante uv
enthilt, weswegen G einen Hamiltonschen Weg (x1, x2, ..., x;) mit x; = u und
X, = v enthalten muf}. Wir betrachten nun die Mengen

X={x|vxi-ie Eund3 <i <n-—1}
sowie

Y={xj|luxie Eund3 <i <n-—1}.
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X, =V Xp=v

Xn-1

i+1

Da « und v in G nicht adjazent waren, gilt
|X|4+ Y| =degu + degv —2>n— 2.

Folglich gibt es einen Index i mit 3 < i < n — 1, fiir den sowohl vx;_; als auch
ux; Kanten von G sind. Dann ist aber (x1, X2, ..., Xi—1, Xn, Xn—1, ..., Xj, X1) €in
Hamiltonscher Kreis in G, ein Widerspruch. O

Im allgemeinen wird es kaum leichter sein, zu entscheiden, ob [G] Hamiltonsch
ist. Wenn aber beispielsweise [G] ein vollstandiger Graph ist, muf} nach Satz 4.3
auch G Hamiltonsch sein. Damit erhalten wir unmittelbar zwei klassische hinrei-
chende Bedingungen fiir die Existenz eines Hamiltonschen Kreises, die von Ore
[1960] bzw. Dirac [1952] stammen.

Korollar 4.4. G sei ein Graph aufn > 3 Punkten. Wenn fiir nicht-adjazente Punkte
u und v stets degu + degv > n gilt, ist G Hamiltonsch. O

Korollar 4.5. G sei ein Graph auf n > 3 Punkten. Wenn jeder Punkt von G min-
destens den Grad % hat, ist G Hamiltonsch. O

Ubung 4.6. Man bestimme die minimale Kantenzahl eines Graphen G auf sechs
Punkten, fiir den [G] der K ist.

I"Jbung 4.7 (Ore 1961). G sei ein Graph mit n > 3 Punkten und m Kanten, fiir den
m > %(n — 1) (n — 2) + 2 gilt. Man zeige, dal G Hamiltonsch ist.

Hinweis: Man verwende Korollar 4.4.
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SchlieBlich zeigen wir mit mit denselben Methoden wie im Beweis von Satz 4.3
— aber mit etwas mehr Aufwand — noch das folgende Resultat von Chvatal [1972]:

Satz 4.8. G sei ein Graph auf n > 3 Punkten mit Gradfolge d\ < dp --- < d,,.
Dann ist G Hamiltonsch, falls die folgende Bedingung erfiillt ist:

4.1 di<i = dy—ij>n—i firallei <n/2.

Beweis. Angenommen, G ist nicht Hamiltonsch; nach Satz 4.3 ist also auch [G] nicht
Hamiltonsch. Falls moglich, erweitern wir [G] durch sukzessives Hinzunehmen
neuer Kanten solange, wie die Nicht-Existenz von Hamiltonschen Kreisen erhalten
bleibt. Da bei diesen Operationen die Grade allenfalls wachsen, sieht man sofort,
daf3 die Bedingung (4.1) auch fiir den so entstandenen Graphen gilt. Wir kénnen also
0.B.d.A. annehmen, daf} G selbst abgeschlossen ist und dafl das Hinzunehmen einer
beliebigen weiteren Kante zu G mindestens einen Hamiltonschen Kreis erzeugt.
Daher sind — wie im Beweis von Satz 4.3 — je zwei nicht-adjazente Punkte von H
durch einen Hamiltonschen Weg verbunden.

Wir wihlen nun zwei nicht-adjazente Punkte # und v von G derart, dall deg u +
deg v maximal ist. Da G abgeschlossen ist, gilt degu + degv < n; wir konnen
dabei deg v > deg u annehmen, womit k := degu < n/2 folgt. Wie im Beweis von
Satz 4.3 betrachten wir nun einen Hamiltonschen Weg (x1, x2, ..., x,) mit x| = u
und x,, = v sowie die dort definierten Mengen X und Y. Dann gilt X N Y = ¢, da
wir sonst wieder einen Hamiltonschen Kreis erhalten wiirden. Fiir jeden der k — 1
Punkte x; € Y ist also vx;_; keine Kante von G; da wir u so gewdhlt hatten, daf3
degu + deg v maximal war, muf} dabei stets degx;—; < degu = k sein. Daher
enthilt G mindestens k Punkte vom Grad < k, weswegen insbesondere dj, < k gilt.
Nach (4.1) folgt d,,_x > n — k, es gibt also mindestens k£ + 1 Punkte vom Grad
> n — k. Mindestens einer von diesen Punkten — nennen wir ihn w — ist nicht zu u
adjazent; dann gilt aber deg u + deg w > n. Widerspruch! O

Chvatal [1972] hat auch gezeigt, daB sein Satz 4.8 in einem starken Sinn best-
moglich ist. Dazu nennen wir eine Folge a; < a; - - - < a, von natiirlichen Zahlen
Hamiltonsch, wenn jeder Graph auf n > 3 Punkten mit Gradfolged; < dy--- < d,
Hamiltonsch ist, falls nur d; > @; firi = 1,...,n gilt. Chvatal hat nun die
Hamiltonschen Folgen tiber die Bedingung (4.1) charakterisieren konnen:

Satz 4.9. Eine Folge a1 < ay--- < a, von natiirlichen Zahlen ist genau dann
Hamiltonsch, falls die folgende Bedingung erfiillt ist:

a; <i = ay—j>n—1i firallei <n/2.
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Wie Satz 4.8 zeigt, ist diese Bedingung hinreichend; fiir die Notwendigkeit
verweisen wir auf die Originalarbeit oder auf Diestel [2000]. Weitere Konsequenzen
von Satz 4.3 findet man bei Bondy and Chvatal [1976]; zu empfehlen ist auch der
Ubersichtsartikel von Chvatal [1985] iiber Hamiltonsche Kreise.

5 Das Spernersche Lemma

Im Jahre 1911 publizierte Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881 —1966) seinen
berithmten Fixpunktsatz, nach dem jede stetige Abbildung einer Vollkugel beliebi-
ger endlicher Dimension mindestens einen Fixpunkt besitzt. Der Beweis ist fiir die
Dimension 1 mittels des Zwischenwertsatzes leicht zu fiihren. Fiir h6here Dimen-
sionen erfordert der von Brouwer angegebene Beweis relativ umfangreiche theore-
tische Vorbereitungen. Deshalb erregte der junge Emanuel Sperner (1905 —1980)
betriachtliches Aufsehen, als er 1928 ein raffiniertes, aber schnell und direkt zu be-
weisendes Lemma vorlegte, aus dem sich sowohl der Brouwersche Fixpunktsatz
als auch der Brouwersche Satz von der Invarianz der Dimension ebenfalls schnell
herleiten lassen; siehe Sperner [1928b].

In diesem Abschnitt werden wir das Spernersche Lemma — das nicht mit dem
gleichnamigen, ebenfalls aus dem Jahr 1928 stammenden Satz 11.2.7 verwechselt
werden sollte — formulieren und beweisen, wobei wir das typisch Geometrische in-
tuitiv behandeln; vergleiche auch Lubell [1966]. AnschlieBend skizzieren wir einen
Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes, siehe Brouwer [1911]; dieser Satz hat
weitreichende Anwendungen, beispielsweise in der mathematischen Okonomie.
Das Spernersche Lemma bildet auch die Grundlage fiir die algorithmische Erfas-
sung von Fixpunkten.

Um das Spernersche Lemma formulieren zu konnen, benétigen wir noch einige
Begriffe. Wir erinnern zunéchst daran, dal} eine Teilmenge S € R” konvex heifit,
wenn sie mit je zwei Punkten x und y auch die gesamte Verbindungsstrecke xy
enthilt; formal:

S.D x,yeS Arel0,1] = x4+ 1-1yes.

Unter einem Simplex der Dimension n versteht man nun ein konvexes Polyeder im
R”", das innere Punkte besitzt, und unter diesen Einschrinkungen minimale Ecken-
zahl hat. Fiir n = 1 sind die Simplexe Intervalle, fiir n = 2 Dreiecke, fiirn = 3
Tetraeder. Fiir beliebiges n kann man ein Simplex der Dimension » auch als die kon-
vexe Hiille von n + 1 Punkten ,,in allgemeiner Lage* definieren; diese Punkte sind
die Ecken des Simplexes. Diese Definition setzt nur voraus, daf} wir uns in einem
R™ mit m > n befinden. Wihlt man unter den n + 1 Ecken eines n-dimensionalen
Simplex d + 1 Ecken aus, so erhélt man eine d-dimensionale Seite des gegebenen
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n-dimensionalen Simplexes. Man sagt, sie liege den nicht ausgewéhlten Ecken ge-
geniiber. Unter einer simplizialen Zerlegung eines n-dimensionalen Simplexes A
verstehen wir eine endliche Menge von paarweise verschiedenen n-dimensionalen
Simplexen Ay, ..., A,, die die beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

e A=A U---UA,;
e fiir j # kist Aj N Ay eine (eventuell leere) Seite von A ; wie von Ay.

In der Ebene R? entsprechen die simplizialen Zerlegungen im wesentlichen den
triangulierten ebenen Graphen und sehen also wie folgt aus:

Das Maximum der Durchmesser (beziiglich der gewohnlichen euklidischen Metrik)
der A j nennt man die Feinheit der simplizialen Zerlegung. Man zeigt leicht, daB3 ein
Simplex beliebig feine simpliziale Zerlegungen besitzt. Nach diesen Vorbeitungen
konnen wir nun das folgende Resultat von Sperner [1928b] formulieren:

Lemma 5.1 (Spernersches Lemma). Sei A1, ..., A, eine simpliziale Zerlegung
eines n-dimensionalen Simplexes A. Jedem Punkt, der als Ecke eines Simplexes
A auftritt, sei eine der Zahlen 0, . .., n als seine Marke zugeordnet, wobei die
beiden folgenden Bedingungen erfiillt seien:

(@) An den n + 1 Ecken von A stehen die Marken 0,1, ..., n in irgendeiner
bijektiven Zuordnung.

(b) Ist eine Seite S eines A; in einer Seite F von A enthalten, so kommen an
den Ecken von S nur Marken vor, die auch an Ecken von F vorkommen.

Dann gibt es einen Index j, fiir den die Ecken von A j in bijektiver Zuordnung mit
den Marken 0, 1, ..., n versehen sind.

Beweis. Ein A ; mit der gesuchten Eigenschaft nennen wir gut. Es geniigt zu be-
weisen, da} die Anzahl der guten A; stets ungerade ist. Wir verwenden hierzu
Induktion nach der Dimension n des zerlegten Simplexes. Fiir n = 1 ist die Be-
hauptung richtig, wie die folgende Abbildung illustriert:

0 O 1 0 1 1 1

*——0— 00— 00— —90°
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Man muB} ndmlich, um von der Marke O zur Marke 1 zu wandern, ungerade oft
die Marke wechseln. Angenommen, die Aussage sei bis zur Dimension n — 1
gesichert. Dann denken wir uns nunmehr eine simpliziale Zerlegung Ay, ..., A,
des n-dimensionalen Simplexes A gegeben und eine Markierung der als Ecken
von Simplexen A ; auftretenden Punkte mit Marken O, . . ., n durchgefiihrt, wie es
unser Lemma verlangt. Wir betrachten jetzt alle diejenigen (n — 1)-dimensionalen
Simplexe A, die als Seiten von Simplexen A ; auftreten. Wir nennen ein solches A
schon, wenn seine n Ecken gerade die Marken 1, ..., n tragen. Ein gutes A ; hat
offenbar genau eine schone Seite der Dimension n — 1. Einem unguten A ; fehlt
mindestens eine der Marken 0, 1, ..., n. Fehlt eine Marke v > 0, so besitzt A
keine schone Seite. Fehlt ausschlieBlich die Marke 0, so kommt genau eine der
Marken 1, ..., n an zwei Ecken von A vor, die andern genau einmal, womit A ;
genau zwei schone Seiten hat. Zihlt man also fiir jedes A ; dessen schone Seiten, so
ergibt sich eine Gesamtzahl, die sich von der Anzahl der guten A ; um ein Vielfaches
von 2 unterscheidet. Bedenkt man, daf} dabei jede schone Seite, die innere Punkte
von A enthilt, genau zweimal gezihlt wird, so sieht man, dal die Anzahl der
guten A; modulo 2 mit der Anzahl der schonen Seiten auf dem Rande von A
iibereinstimmt. Es kann aber iiberhaupt nur eine (n — 1)-dimensionale Seite von
A schone Seiten irgendwelcher A ; enthalten, nimlich diejenige, an deren n Ecken

die Marken 1, ..., n stehen. In dieser Seite von A sind nun die schonen Simplexe
die ,,guten von einer Dimension tiefer, deren Anzahl nach der Induktionsannahme
ungerade ist. O

Wir deuten nun noch an, wie man mittels des Spernerschen Lemmas 5.1 den
Fixpunktsatz von Brouwer [1911] beweist. Aus der Topologie weifl man, dal man
hierbei die Vollkugel durch eine beliebige zu ihr homéomorphe Menge ersetzen
darf, etwa durch ein n-dimensionales Simplex A. Wir betrachten also eine stetige
Abbildung ¢ : A — A und suchen einen Fixpunkt von ¢, d. h. einen Punkt
x € A mit ¢(x) = x. Bekanntlich kann man jedem Punkt des R" seine n + 1
baryzentrischen Koordinaten beziiglich der Ecken xo, ..., x, von A zuordnen,
d.h., man kann x in der Form

n n
x:ZAixi mitZAizl
i=0 i=0

schreiben; hierbei liegt x genau dann in A, wenn A; > O fiir alle i gilt; siehe
beispielsweise Lenz [1975,§ XXII.2]. Man versieht nun jede Ecke x; mitder Marke
(i = 0,...,n); kommt dann eine Marke j nicht an den Ecken einer gegebenen
Seite von A vor, so haben alle Punkte im Inneren dieser Seite in der entsprechenden
Koordinate A; den Eintrag 0. Nun sei W; die Menge aller Punkte in A, deren ;-
te baryzentrische Koordinate A ; bei Anwendung von ¢ nicht steigt. Dann gehort
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diejenige Ecke von A, die die Marke v trégt, sicher zu W,; allgemeiner ist jede
Seite von A in der Vereinigung derjenigen W, enthalten, fiir welche die Marke v
an einer Ecke dieser Seite steht. Ferner ist Wo N --- N W,, gerade die Menge der
Fixpunkte von ¢. Nun bilden wir eine simpliziale Zerlegung Aq, ..., A, von A
und schreiben

¢ an die alten Ecken von A die alten Marken sowie

* an jede neue Ecke e eines A ; jeweils eine derjenigen Marken v, fiir welche
e e W, gilt.

Man kann dies nun offenbar so durchfiihren, daf} die Bedingung (b) im Sperner-
schen Lemma erfiillt ist; damit konnen wir dieses Lemma anwenden und gewinnen
so ein A}, dessen Ecken in simtliche W, hineinragen. Indem wir immer feinere
simpliziale Zerlegungen von A in dieser Weise beniitzen und zu einem Hiufungs-
punkt der dabei entstehenden Folge guter Simplexe iibergehen, gelangen wir zu
einem Punkt von Wo N W N --- N W, also einem Fixpunkt von ¢. O

Ubung 5.2. Man wihle eine konkrete simpliziale Zerlegung eines konkreten Drei-
ecks und schraffiere fiir eine konkrete, den Forderungen des Spernerschen Lemmas
geniigende Eckenmarkierung samtliche guten Teildreiecke.

6 Der Satz von Helly

Im diesem Abschnitt wollen wir den Satz von Eduard Helly (1884 — 1943) iiber den
Durchschnitt konvexer Teilmengen des n-dimensionalen Raumes R" beweisen, der
bereits 1913 aufgestellt, aber erst in Helly [1923] publiziert wurde. Wir werden
dabei dem besonders einfachen Beweis von Edmonds [2001] folgen.

Satz 6.1 (Satz von Helly). Es sei & ein endliches System von konvexen Teilmengen
des R", das leeren Durchschnitt hat. Dann gibt es ein Teilsystem von hochstens
n + 1 Mengen aus 8, dessen Durchschnitt bereits leer ist.

Wir wollen zunichst an einige bekannte Begriffe aus der Theorie konvexer
Mengen erinnern. Eine affine Hyperebene ist eine Teilmenge des R” der Form

Hyo:={xeR"|sTx =a} (s €R"\{0)).
Allgemeiner ist ein affiner Unterraum eine Teilmenge U C R" mit der Eigenschaft

Ax+ (1 —=XyeU firallereRundallex,yeU.
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Die affinen Halbrdume zu einer affinen Hyperebene H = H; , sind die abgeschlos-
senen Mengen

HS={xeR"|s'x <a} bzw. HZ={x eR"|sTx > a};
auferdem bendtigen wir noch die zugehorigen offenen Mengen
HS={xeR"|sTx <a} bzw. H ={x eR" | sTx > a}.

Ein Polyeder ist ein Schnitt endlich vieler affiner Halbraume. Allgemein wird auch
der Schnitt eines affinen Unterraums mit einem affinen Halbraum als ein Halbraum
bezeichnet; fiir unsere Zwecke wollen wir hier auch die leere Menge und den
gesamten Raum R” als Halbraume ansehen. Bekanntlich sind alle eben definierten
Typen von Mengen konvex, wie man leicht aus den Definitionen nachrechnet. Als
Hintergrund sei beispielsweise auf Kapitel 2 von Jungnickel [1999b] verwiesen, wo
man die wichtigsten Tatsachen iiber konvexe Mengen und Polyeder finden kann.

Das folgende Resultat ist der Schliissel zum Edmondsschen Beweis des Satzes
von Helly:

Lemma 6.2 (Redundanzlemma von Edmonds).  Es seien H eine affine Hyper-
ebene imR" und H= ein zugehdriger affiner Halbraum. Ferner sei R’ eine endliche
Menge von Halbriumen im R", fiir die der Durchschnitt (\gc g R zu H disjunkt
ist. Dann tritt einer der beiden folgenden Fille ein:

(a) Das Mengensystem R := R’ U {H=} hat leeren Durchschnitt.
(b) H= istredundant fiir R, d.h., der Durchschnitt(\ g »/ R istin H < enthalten.

Beweis. Wir betrachten den Durchschnitt P := ()z. & R, der natiirlich eine kon-
vexe Teilmenge des R" (sogar ein Polyeder) ist. Ferner seien

P<:=H<NP sowie P :=H NP

Nach Voraussetzung gilt P N H = {J, weswegen P die disjunkte Vereinigung von
P= und P~ ist. Weil P konvex ist, ist dies nur moglich, wenn eine der beiden
Mengen P= und P~ leer ist: Andernfalls wiirde ndmlich die Verbindungsstrecke
Xy eines Punktes x € P~ mit einem Punkt y € P~, die ja ganz in P enthalten
ist, die Hyperebene H schneiden. Falls nun P = leer ist, tritt die Alternative (a) der
Behauptung ein, und falls P~ leer ist, die Alternative (b). O

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes von Helly. Zunéchst tiberlegen wir
uns, daf es ausreicht, Satz 6.1 in dem Spezialfall zu beweisen, in dem alle Mengen
in 4 Halbrdume sind. Daraus folgt der Satz ndmlich sofort fiir Mengensysteme 4,
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deren Mitglieder Polyeder sind, da ja Polyeder ihrerseits endliche Schnitte von
Halbrdumen sind. Hat man den Satz nun fiir Polyeder, schlieft man mit dem fol-
genden indirekten Beweis auf beliebige Systeme 4 von konvexen Mengen. Ange-
nommen, der Schnitt von je n + 1 Elementen von 4 wére nichtleer. Dann wihle
man in jedem derartigen Schnitt einen Punkt, was eine endliche Menge M liefert,
und definiere ein neues System 4§’, das fiir jede Menge S € 4 die konvexe Hiille
S’ der Punkte in M N S enthilt. Da bekanntlich jedes S’ ein Polyeder (sogar ein
Polytop, also ein beschrinktes Polyeder) ist, kénnen wir den Satz von Helly auf 4§’
anwenden. Nach Konstruktion haben aber je n + 1 Teilmengen von 4§’ einen nicht-
leeren Schnitt, da sie jedenfalls samtlich denjenigen Punkt enthalten, den wir im
Schnitt der entsprechenden Mengen aus 8 gewihlt haben; das ist der gewiinschte
Widerspruch.

Es bleibt also nur noch der Spezialfall zu untersuchen, in dem alle Mengen in 4
Halbrdume sind. Der Satz gilt trivialerweise, falls in 4 die leere Menge vorkommt
oder alle Mengen in 4 der gesamte R” sind; man beachte, dal} dies fiir n = 0 der
Fall sein muf3. Andernfalls gibt es in 4 einen Halbraum, dessen Rand Dimension
< n hat; 0.B.d.A. kann man annehmen, daf es sich um einen affinen Halbraum H=
handelt, dessen Rand also die affine Hyperebene H ist. Wir definieren nun zwei
neue Mengensysteme:

8 =8\ {H=} sowie Sy:={HNS|Secis

Falls nun das System 4 nichtleeren Schnitt hat, gilt dies trivialerweise auch fiir
das urspriingliche System 4. Ab jetzt sei also [gcg S = . Mit Induktion iiber
n konnen wir den Satz von Helly auf 4y anwenden. Es gibt also ein hochstens
n-elementiges Teilsystem R’ von &', fiir das H N[ \gc»' S = ¥ gilt. Nun bringen
wir das Rendundanzlemma 6.2 ins Spiel und stehen somit vor einer der beiden
folgenden Alternativen:

(a) Das hochstens (n + 1)-elementige Mengensystem R := R’ U {H=} hat
leeren Durchschnitt.

(b) H= ist redundant fiir R', es ist also (| zcz’ R in H = enthalten.

Im Fall (a) haben wir mit R das gewiinschte Teilsystem von 4§ gefunden und sind
fertig. Sei also ab jetzt H= redundant fiir R’; trivialerweise ist H= dann auch
redundant fiir das R’ umfassende System 4’. Nun konnen wir eine zweite Induktion
anwenden, ndmlich iiber die Méchtigkeit der betrachteten Mengensysteme; man
beachte dabei, daB das System 4’ leeren Durchschnitt haben muB, weil andernfalls
auch 4 nichtleeren Durchschnitt hitte. Folglich existiert ein hochstens (n + 1)-
elementiges Teilsystem &R von 8’ C 4§, das bereits leeren Durchschnitt hat, und wir
sind ebenfalls fertig. O
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Der eben durchgefiihrte Bewesis fiir den Satz von Helly ist nicht nur kurz und ele-
gant, sondern erlaubt auch eine weit reichende Verallgemeinerung auf sogenannte
,orientierte Matroide™; siche dazu Edmonds [2001].



XV Spiele auf Graphen

In diesem Kapitel wollen wir einige kombinatorische Aspekte der Spieltheorie,
eines Zweiges der mathematischen Okonomie, darstellen. Wir werden sogenann-
te Baumspiele betrachten und das Kuhnsche Gleichgewichts-Theorem sowie die
Theorie der Kerne und Grundy-Funktionen bei Spielen vom Typ Nim kennenlernen.
Hiermit sind die kombinatorischen Reize der mathematischen Okonomie keines-
wegs erschopft; die Theorie der Spiele und linearen Programme fiihrt auf Untersu-
chungen iiber Polyeder in hochdimensionalen Rdumen, bei denen algorithmisch-
kombinatorische Fragen (Simplexalgorithmus, die Ellipsoidmethode von Khachian
[1979] sowie Varianten des Algorithmus von Karmarkar [1984]) im Zentrum des
Interesses stehen. Der an Polytopen interessierte Leser sei auf Griinbaum [1967],
Ziegler [1995] und das Pionier-Werk Rademacher und Steinitz [1934] verwiesen.
Es sei noch erwihnt, daB in der Theorie der 6konomischen Gleichgewichte der
Brouwersche Fixpunktsatz eine gro3e Rolle spielt; seine kombinatorischen Aspek-
te haben wir bereits in Kap. § XIII.6 dargestellt.

1 Baumspiele

Um ein sogenanntes Baumspiel graphisch darzustellen, denken wir uns ,Etagen‘
Nr. 0,1,2,..., N etwa in Form aufsteigend einander folgender horizontaler Li-
nien bereitgestellt. Sodann bestiicken wir jede Etage mit endlich vielen Punkten,
wobei die O-te Etage genau einen Punkt erhélt. SchlieBlich verbinden wir jeden
dieser Punkte durch eine Kante mit keinem, einem oder mehreren Punkten der
nichsthoheren Etage, und zwar so, daB jeder Punkt der nichsthoheren Etage von
genau einem Punkt der vorigen Etage aus erreicht wird. Das Ergebnis nennen wir
einen Spielbaum mit N + 1 Etagen; in der Sprache von § XIII.4 handelt es sich
ndmlich einfach um einen Wurzelbaum, fiir den die Punkte gemif} ihrem Abstand
zur Wurzel in Etagen zusammengefalit worden sind. Demzufolge nennen wir den
einzigen Punkt der O-ten Etage die Wurzel. Diejenigen Punkte, von denen keine
Verbindung mehr hoher steigt, heilen die Spitzen; zu den Spitzen gehdren sicher
die simtlichen Punkte der obersten Etage Nr. N, es kann aber auch Spitzen in nied-
rigeren Etagen geben. Jede Spitze ist auf genau einem Weg von der Wurzel aus
erreichbar. Ein solcher Spielbaum sieht also etwa so aus:
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Etage N e ®

Etage N -1 e \/ *

Etage k y

Etage k — 1 i . & , .(;z : :Kz

Etage 2 4 ; ; ¥

Etage 1

Etage 0 ¢
Wir konnen nun Spiele mit n Spielern 1, ..., n auf dem Baum S definieren. Dazu
beschriften wir jede Spitze von S mit einem n-Tupel von reellen Zahlen und jeden
Punkt, der keine Spitze ist, mit einem der Symbole 1, .. ., n. Das zugehorige Spiel

wird folgendermaBen gespielt: Der Spieler, dessen Nummer an der Wurzel von §
steht, wéhlt eine von der Wurzel zu einem Punkt in der Etage Nr. 1 fithrende Kante
aus; der obere Punkt dieser Kante darf dabei eine Spitze sein. In diesem Falle endet
das Spiel mit einer Auszahlung an die n Spieler geméf dem dort angeschriebenen
n-Tupel; negative Komponenten bedeuten dabei, daf3 der betreffende Spieler zur
Kasse gebeten wird. Ist der gewihlte Punkt dagegen keine Spitze, so trigt er die
Nummer eines Spielers, der nun eine zu einem Punkt in der zweiten Etage fithrende
Kante wihlt, und so weiter. In jedem Falle endet das Spiel nach maximal N ,,Ziigen*
mit einer Auszahlung. Es ist klar, dal man beispielsweise das Schachspiel (mit
einer gegebenen, hinreichend grolen Maximalzahl von Ziigen) theoretisch als ein
derartiges Baumspiel darstellen konnte. Einfacher ginge dies fiir Spiele wie etwa
»Miihle oder N-maliges ,,Knobeln‘.

Unter einer Strategie des Spielers k versteht man eine Abbildung o, die jedem
mit k beschrifteten Punkt des Spielbaums genau eine der von diesem Punkt aus
in die nichsthohere Etage fithrenden Kanten zuordnet. Wir bezeichnen mit X die
Menge aller Strategien fiir den Spieler k (k = 1, ..., n). Hat jeder Spieler k seine
Strategie oy € Xy gewihlt, so ist durch das n-Tupel (o1, ..., g,,) der Spielverlauf
samt den End-Auszahlungen

A1(o1, ..., 00), ..., An(O1, ..., On)

eindeutig bestimmt. Es ist klar, dafl die Mengen X1, ¥, im Falle des Schachspiels
astronomischen Umfang haben. Ein n-Tupel (o1, ..., 0,) von Strategien heif3it ein
Gleichgewicht, wenn fiir jedes k und jedes o € X

Ak(alv .. '1O'k7130’9 Uk+l7 .. -,Gn) S Ak(al’ e ’O‘k7170-k50-k+11 e »Gn)

gilt, wenn sich also kein Spieler durch Anderung seiner Strategie verbessern kann,
sofern nur die tibrigen Spieler an ihren Strategien festhalten. Dann gilt der folgende
Satz von Kuhn [1950]:



340 XV  Spiele auf Graphen

Satz 1.1 (Gleichgewichts-Theorem von Kuhn). Jedes Baumspiel besitzt minde-
stens ein Gleichgewicht.

Beweis. Wir wenden Induktion nach der Anzahl N der von der Wurzel verschie-
denen Etagen an. Ist N = 0, so hat jeder Spieler k nur eine Strategie oy, ndmlich
die Auszahlung hinzunehmen, da hier die Wurzel zugleich die Spitze ist. Trivia-
lerweise ist dies (o7, ..., 0,) ein Gleichgewicht. Angenommen, der Satz ist fiir
alle Baumspiele mit < N Etagen bereits bewiesen. Wir betrachten nun ein Spiel
mit N + 1 Etagen. Seien kg der Spieler, dessen Nummer an der Wurzel unseres
Spielbaums S steht, und «q, ..., k, die von der Wurzel ausgehenden Kanten. Zu
jedem o = 1, ..., r gehort ein Baumspiel mit hochstens N Etagen, ndmlich das
Teilspiel, dessen Wurzel das obere Ende von «, ist. Nach Induktionsannahme be-
sitzt jedes Teilspiel Nr. o ein Gleichgewicht (1:1(9), ey 7:,59)). Fiir jedes k # ko kann
Spieler k die Strategien tk(l), cees t,fr) zu einer neuen Strategie o im Gesamtspiel
zusammenfassen, indem er einfach ihre ,disjunkte Vereinigung™ bildet. Dagegen
muf} der an der Wurzel sitzende Spieler kg sich im ersten Spielzug fiir eine Kante
Ko, —und damit fiir das Teilspiel oo — entscheiden. Naheliegenderweise wird er das

so tun, daf er in einem Teilspiel landet, fiir das seine Auszahlung unter allen fiir ihn

moglichen Auszahlungen Ay, (TI(Q), e, z,ﬁ‘”), o =1,...,r, maximal wird. Seine

Strategie oy, im Gesamtspiel besteht also aus k,, an der Wurzel und jeweils tk(f) im
Teilspiel Nr. o, wobei natiirlich die Fille o # oo tiberfliissigen Aufwand darstellen.
Man sieht nun leicht ein, da} (o1, ..., 0;,) ein Gleichgewicht fiir das Gesamtspiel
darstellt. O

Beschrinkt man sich auf 2-Personen-Nullsummenspiele, also den Fall n = 2
und Komponentensumme O bei allen Auszahlungspaaren, so fiihrt die Aussage
»(01, 07) ist ein Gleichgewicht* auf eine Minimaxaussage:

Ay(o1,02) =max{Ai(0,02) | 0 € X1}
und

—Aj(o1,02) = Az(01, 02) = max{Az(01,7) | T € Xy}
= —min{A(01,7) | T € X}

liefern zusammen
(x)  min{Ai(o1,7) | T € Xo} = A(01, 02) = max{Ai(o,02) | o € X1}
Andererseits gilt fiir beliebige 0’ € X; und 7’ € X, die Abschitzung

min{A;(0’,7) | T € 2} < Ai1(0’, 7)) <max{A(0,7') | 0 € 1},
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also
max min A (o, ) < minmax A (o, 1),
o T T o

und () besagt gerade, daB hier Gleichheit mit dem Wert A (o1, 02) eintritt. Eben
dies ist der Inhalt der sogennaten Minimax-Aussage. Satz 1.1 impliziert also ein
Minimaxtheorem fiir 2-Personen-Nullsummen-Baumspiele. Der Beweis eines Mi-
nimaxtheorems fiir sogenannte gemischte Erweiterungen beliebiger 2-Personen-
Nullsummenspiele (von Neumann [1928]) markiert den Beginn der modernen ma-
thematischen Okonomie; einige Biicher zu diesem Gebiet sind von Neumann und
Morgenstern [1944], Burger [1959], Debreu [1959] und Cassels [1981]. Dieser Be-
weis ist durch Wahrscheinlichkeits- und Konvexititsbetrachtungen gekennzeichnet,
die man tibrigens auch zum Variieren von Satz 1.1 (,,Zufallsziige*) verwenden kann,
ohne dal} dabei schon das von Neumannsche Minimaxtheorem herauskidme.

2 Das klassische Nim-Spiel

Im Rest dieses Kapitels betrachten wir eine Klasse von 2-Personen-Nullsummen-
spielen, von denen viele sich theoretisch als Baumspiele darstellen lassen, zweck-
méBigerweise aber mit Hilfe anderer Graphen untersucht werden. Dabei bietet sich
die zwanglose Moglichkeit, auch unendliche Graphen in die Theorie einzubeziehen.
Die Auszahlungen sind durch die Angaben ,,Gewinn* und ,,Verlust* ersetzt, gefragt
wird nach Gewinnstrategien.

Die hier betrachtete Klasse von Spielen enthilt das klassische Nim-Spiel als
Spezialfall. Wir beginnen daher mit der Besprechung von mehr oder minder klas-
sischen Spielen dieses Typs und gehen erst im néchsten Abschnitt zur allgemei-
nen Theorie der Gewinnstrategien iiber, fiir die die Begriffe ,,Kern* und ,,Grundy-
Funktion charakteristisch sind.

Zunichst einmal eine einfache Variante des Nim-Spiels, die folgende Spielregel
hat: Vor einem Haufen von fiinf Streichholzern stehen zwei Spieler. Sie nehmen
abwechselnd Streichholzchen weg, und zwar jedesmal nach Belieben eines oder
zwei. Wer abridumt, ist Sieger. Dies Spiel 146t sich bequem als Baumspiel darstellen:

Spieler 1
Spieler 2

Spieler 1

Spieler 2

Spieler 1

Hierbei sind die Kanten mit der Anzahl der jeweils entfernten Streichholzer be-



342 XV  Spiele auf Graphen

schriftet; an den mit e bezeichneten Spitzen gewinnt Spieler 1, an den mit O be-
zeichneten Spieler 2. Spieler 1 kann sicher gewinnen, wenn er mit der Wegnahme
von zwei Streichholzern beginnt.

Ubung 2.1. Man stelle die Spielbiume und eventuelle Gewinnstrategien bei eini-
gen einfachen Varianten dieses Spiels dar.

Nun kommen wir zum klassischen Nim-Spiel mit der folgenden Spielregel:
N Streichholzer sind auf drei nichtleere Haufen verteilt. Zwei Spieler ziehen ab-
wechselnd. Ein Zug besteht darin, von einem der drei Haufen, soweit er noch
nicht leer ist, einen Teil der dort liegenden Holzchen (mindestens eins, eventuell
alle) wegzunehmen. Wer abrdumt, gewinnt. Offenbar ist der jeweilige Zustand des
Spiels durch einen Punkt x = (n1, np, n3) € Zi gekennzeichnet: auf Haufen 1
liegen genau n1, auf Haufen 2 genau n,, auf Haufen 3 genau n3 Holzchen. Man
beginnt in einem Punkte (N1, N2, N3) mit N1, N2, N3 > 0. Ein Zug besteht darin,
eines der n; > 0 um mindestens 1 herabzusetzen. Es gewinnt, wer zuerst (0, 0, 0)
erreicht. Somit lassen sich alle diese Spiele bequem simultan durch einen Graphen
mit der Eckenmenge Zi darstellen.

Definition 2.2. Fine Menge K C Zi heif}it ein Kern, falls sie folgende Bedingun-
gen erfiillt:
(a) (0,0,0) € K;

(b) Von einem (n1, n3, n3) € K kann nach keinem (m1, m», m3) € K gezogen
werden.

(c) Vonjedem (n1, ny, n3) ¢ K kannnach mindestens einem (m, my, m3) € K
gezogen werden.

Es ist klar, dal} die Existenz eines Kernes K
e im Fall (N, N», N3) ¢ K dem Spieler, der als erster am Zug ist,
e im Fall (N, Na, N3) € K dem Spieler, der als zweiter am Zug ist,

eine Gewinnstrategie ertffnet, die darin besteht, stets in K hineinzuziehen und
dadurch den Gegner zu zwingen, K stets zu verlassen, womit er dann (0, 0, 0) nie
erreichen kann.

Satz 2.3. Beim klassischen Nim-Spiel gibt es genau einen Kern.
Beweis. Wir zeigen zunichst, dal es hochstens einen Kern geben kann. Angenom-

men, es gibt zwei verschiedene Kerne K und L, etwax" € K \ L. Man kann dann
— wegen Bedingung (c) fiir L — von x(1 zu einem x® € L ziehen; dabei gilt nach
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Bedingung (b) fiir K sogar x® e L \ K. Danach kann man analog von x® zu
einem x® € K \ L ziehen usw. Andererseits ist man aber wegen der Endlichkeit
des Spieles irgendwann gezwungen, nach (0, 0, 0) € K N L zu ziehen. Dies ist ein
Widerspruch.

Es bleibt zu zeigen, daBl es wirklich einen Kern gibt; wie wir sehen werden,
1aBt sich dieser sogar explizit angeben. Fiir jedes x = (n1, n, n3) schreibe man
die Komponenten dyadisch hin:

ni=ag+a2' +---+a?2"
ny=bo+bi2" +-- 452"
ny=co+ci2' +- 42
mitr € Z4, ap, ..., cr € {0, 1}. Wir zeigen, da3
K ={(n1,n2,n3) | ag + by + ¢y istfiro =1, ..., r gerade}

ein Kern ist. Offenbar gilt (0,0,0) € K. Ist x = (n1, nz,n3) € K, so kann man
nur aus K herausziehen. Denn ,,zu ziehen* bedeutet, ein n, herabzusetzen, und dies
bewirkt, wenn man beispielsweise n; herabsetzt, da3 an mindestens einer Stelle o
ein b, = 1 durch b, = 0 ersetzt wird; dabei wird dann aber a, + b, + c,, welches
vorher wegen x € K gerade war, ungerade. Sei nun x = (n1,n3,n3) € K. Im
Schema

a ay ... a
by by ... b,
co €1 ... Cr

ist mindestens eine Spaltensumme a, + b, + ¢, = 1 oder = 3. Wir suchen uns das
groBte solche ¢ und haben in dieser Spalte mindestens eine 1, etwa ¢, = 1. Wir
entschlieBen uns, n3 = co + ¢12' + - - - + ¢,2" zu senken. Hierbei stehen uns alle
Anderungen der ¢, . .., ¢, zur Verfiigung, bei denen ¢, in 0 verwandelt und die
Co, . . ., Co—1 beliebig verdndert oder belassen werden. Offenbar kénnen wir, wenn
wir das geschickt machen, alle Spaltensummen in gerade Zahlen verwandeln, also
nach K gelangen. O

Ubung 2.4. Man formuliere die auf Satz 2.3 beruhende Gewinnstrategie explizit.

Zur Vertiefung sei die Lektiire von S. 340ff. in Beck, Bleicher und Crowe [1969]
empfohlen. Im Hinblick auf eine Szene in einem seinerzeit bekannten franzosischen
Film heift ein Nim-Spiel mit vier Haufen bei diesen Autoren das ,,Marienbad-
Spiel“.

Ubung 2.5. Man indere das klassische Nim-Spiel ab, indem man nur zwei Haufen
zuldfBt, und formuliere hierfiir eine Gewinnstrategie.
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Ubung 2.6. Man zeige, daB es zu jeder natiirlichen Zahl n genau eine natiirliche
Zahl k mitn = | 3k(1 ++/5)] odern = | $k(3 + V/5) | gibt.

Ubung 2.7. Man betrachte die folgende Spielregel: Gegeben sind zwei nicht-leere
Haufen von Streichholzern. Zwei Spieler ziehen abwechselnd. Ein Zug besteht
darin, dal man entweder von einem nichtleeren Haufen beliebig viele dort vorhan-
dene Holzchen wegnimmt oder von beiden, als nichtleer vorausgesetzten Haufen
die gleiche Anzahl von dort vorhandenen Holzchen wegnimmt. Wer abrdumt, hat
gewonnen.

Man bilde rekursiv folgende Folge von Punkten x® = (ar, by) € Zi:

x©@ = (0,0)
a, = min(N\ {ao, bo, ..., an—1, bp—1})
b, =a, +n

und beweise unter Beniitzung von Ubung 2.6
1 1
an=| 501 +V5) | by =|nG+V5) |

Man zeige, daf3 {x© x@ .} im zu Definition 2.2 analogen Sinn ein Kern ist.

3 Spiele vom Typ Nim auf Graphen

Wir wollen nun den hinter der Analyse des Nim-Spiels steckenden allgemeinen
Gedanken préziser herausarbeiten. Dies geschieht, indem wir die vorher schon an-
gedeutete graphentheoretische Darstellung des Nim-Spiels verallgemeinern. Hier-
bei verwenden wir die bereits in §1I1.3 eingefiihrten gerichteten Graphen, die hier
allerdings auch unendlich sein diirfen. Es ist also V eine — eventuell unendliche —
nichtleere Menge von Punkten und E eine —eventuell unendliche — nichtleere Men-
ge von Bdgen e = ab. Fiir jedes v € V bezeichnen wir mit A(v) die Menge der
von v aus erreichbaren Punkte und mit N (v) = {w | vw € E} die Menge der von
v aus in einem Schritt erreichbaren Punkte, also der Nachbarpunkte von v. Liegt
v € V auf keiner Kante, so heif3t v ein isolierter Punkt; ist v nicht isoliert, aber
N (v) = @, so heiit v ein Endpunkt unseres Digraphen G = (V, E). Wir nennen G
kreisfrei, wenn es in G keine gerichteten Kreise gibt.

Definition 3.1. Ein kreisfreier Digraph G = (V, E) heilit ein Spielgraph, wenn
fiir jedes v € V die Menge A(v) endlich ist.
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Zu jedem Spielgraphen G = (V, E) und zu jedem Nicht-Endpunkt vy € V
gehort ein Spiel vom Typ Nim auf G geméss folgender Spielregel R(vg): Zwei
Spieler 1 und 2 ziehen abwechselnd. Ein Zug besteht darin, von einem v € A(vg)
zueinem w € N(v) € A(vg) zu gehen. Spieler 1 zieht als erster, und zwar von vy
aus. Wer zuerst einen Endpunkt von G erreicht, hat gewonnen. Weil A (vg) endlich
ist und es keine gerichteten Kreise gibt, erreicht man garantiert nach endlich vielen
Schritten einen Endpunkt von G, wie immer man auch zieht.

Wir verallgemeinern nun Definition 2.2 wie folgt:

Definition 3.2. Sei G = (V, E) ein Spielgraph. Eine Menge K C V heilit ein
Kern, wenn gilt:

(a) K enthilt alle Endpunkte von G;
(b) Nw)NK =@firallev € K;
(c) Nw)NK #@firallev e V\K.

Es ist wieder klar, wie man mittels eines Kerns K Gewinnstrategien definiert. Ist
vo € K, sokann Spieler 2 sicher gewinnen, denn Spieler 1 mufl mit dem ersten Zug
K verlassen und Spieler 2 kann dann nach K zuriickziehen, und so weiter. Das geht
solange, bis Spieler 2 einen Endpunkt — alle Endpunkte sind ja in K, und A (vg) ist
endlich — erwischt. Ist dagegen vg ¢ K, so kann Spieler 1 sicher gewinnen, indem
er stets nach K zieht und dadurch, sofern noch kein Endpunkt erreicht wurde, den
Spieler 2 zwingt, K zu verlassen, wo aber alle Endpunkte liegen. Nun gilt das
folgende Analogon von Satz 2.3:

Satz 3.3. Zu jedem Spielgraphen G gibt es genau einen Kern.

Beweis. Ganz analog zum Vorgehen bei Satz 2.3 zeigt man, dal} es hochstens einen
Kern geben kann. Fiir die Existenz gehen wir diesmal mittels einer induktiven
Konstruktion vor, ein deutlicher Unterschied zum konkreten Fall des klassischen
Nim, wo wir den Kern explizit hinschreiben konnten.

Hierbei beachten wir, daf} es fiir jedes v € V unter den von v in die Menge der
Endpunkte fithrenden Wegen einen lidngsten geben muf}, weil A (v) ja endlich ist.
Sei L, die Menge aller derjenigen v, fiir die so ein lingster Weg aus hochstens n
Bogen besteht. Dann gilt Lo € Ly € --- und LoUL1 U---=V.Istv € L, so
gilt offenbar N (v) € L, . Wir definieren nun rekursiv

Ko = Lo = Menge aller Endpunkte;
Ki=KoU{velL | Nv)NKy=09};
K=K U{ve L | Nv)NK| =@} etc.
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und setzen K = Ko U K1 U ... Wir zeigen, dal K ein Kern ist. Nach Definition
enthilt K alle Endpunkte. Sei nun v € K \ Kg, etwa v € K, \ K,—1. Dann gilt
v € Ly \ K,—1 und somit N(v) N K,_1 = . Gibe es ein w € N(v) N K, miisste
daher w € K \ K,,— gelten, also w € K, \ K;,— fiir ein m > n. Nach Definition
der K; erfordert dies aber w € L, \ L;;—1,im Widerspruch zu N (v) € L,_1. Somit
erfiillt K Bedingung (b) in Definition 3.2. SchlieBlich seiv ¢ K,etwav € L, \ K.

Angenommen, es wire N(v) N K = (. Dann folgt N(v) N K,—1 = ¥ und damit
v € K, C K, ein Widerspruch. Also erfiillt K auch Bedingung (c) und ist in der
Tat ein Kern. O

Es fragt sich nun, ob und wie man den Kern eines Spielgraphen — wie beim klas-
sichen Nim-Spiel — konkret gewinnen kann. Hierbei hilft der Begriff der Grundy-
Funktion, der auf Grundy [1939] zuriickgeht; siehe auch Grundy und Smith [1956].

Definition 3.4. Sei G = (V, E) ein Spielgraph. Eine Grundy-Funktion fiir G ist
eine Abbildung g: V — Z, = {0,1,...}, die fiir jedes v € V die folgende
Bedingung erfiillt:

(s5) g(v) = min (Zy \ g(N(v))).

Satz 3.5. Sei g eine Grundy-Funktion fiir den Spielgraphen G = (V, E). Dann ist
K ={v e V| g(v) =0} der Kern des Graphen.

Beweis. Ist v ein Endpunkt von G, so gilt N (v) = @, also Z4+ \ g(N (v)) = Z4 und
somit g(v) = 0, alsov € K. Aus g(v) = 0 folgt g(w) > 0 fiir alle w € N (v); also
gilt N(v) N K = ¢ fiir alle v € K. Ist schlieBlich g(v) # 0, so gilt insbesondere
0 € g(N(v)), weswegen es in N(v) ein w mit g(w) = 0 gibt; also ist w € K fiir
alleve V\K. O

Ubung 3.6. Wir betrachten ein Nim-Spiel mit einem einzigen Streichholz-Haufen,
von dem bei jedem Zug 1 bis n Holzchen weggenommen werden diirfen. Der
zugehorige Graph G = (V, E) ist durch

V=Zy und E={w,w)|veZi,weZiN{v—1,...,v—n}}
gegeben. Man zeige, daf}
gw)=m fir v=m (modn+1), 0=<m <n,

eine Grundy-Funktion auf G ist, stelle den zugehorigen Kern auf und formuliere
die Gewinnstrategien.
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Ubung 3.7. Wir betrachten das klassische Nim-Spiel mit drei Streichholz-Haufen.
Der zugehorige Spielgraph G = (V, E) istdurch V = Zi und

E={v,w)|v,we 73 , w entsteht aus v dadurch,

dall man genau eine Komponente echt herabsetzt}
gegeben. Man gebe eine Grundy-Funktion auf G an.

Es liegt nahe, sich ein Nim-Spiel mit d Streichholz-Haufen als ein Komposi-
tum von d Nim-Spielen mit je einem Haufen vorzustellen. Diesen Gedanken wollen
wir nun in der Sprache der Spielgraphen erfassen. Seien dazu G| = (Vy, Ey), ...,
G4 = (Vg, E4) Spielgraphen. Wir bilden einen neuen Spielgraphen G = (V, E)
auf dem cartesischen Produkt V = V| x --- x V,. Das Kantenziehen in V be-
schreiben wir verbal: Von v = (vy, ..., vg) ziehen wir genau dann einen Bogen
nach w = (wy, ..., wy), wenn sich v und w in genau einer Komponente, etwa der
Jj-ten, unterscheiden und in G ; ein Bogen von v; nach w; fiihrt. Es sei dem Leser
iiberlassen, E formal hinzuschreiben. Wir zeigen nun, da G = (V, E) in der Tat
ein Spielgraph ist. Sei dazu v* = (v, ..., v}) € V beliebigund v = (v1, ..., vg)
von v* aus in G erreichbar. Dann ist v; fiiri = 1, ..., d von v;k aus aus erreichbar;
hierfiir geniigt es, sich klarzumachen, daf} ein Weg in G von v* nach v stets dadurch
entsteht, daB man Wege von v nach v; (i = 1,...,d) geeignet nach V verlegt
und verschriinkt. Also sind von v* aus nur endlich viele Punkte in G erreichbar.
Ahnlich sieht man auch, daB G kreisfrei ist. Wir nennen G die cartesische Summe
von G, ...,Gyg.

Satz 3.8. Seien G; = (V;, E;) (j = 1,...,d) Spielgraphen und G = (V, E)
ihre cartesische Summe. Gibt es auf jedem G ; eine Grundy-Funktion, so existiert
auch auf G eine Grundy-Funktion.

Beweis.Firj =1,...,dseig;: V; — Z4 die auf G ; gegebene Grundy-Funktion.
Fiir jedes v = (v1, ..., vg) € V entwickeln wir die Zahlen g;(v;) dyadisch:

o
giwp =Y a)2" fir j=1,....d.
n=0
Hierbei gilt stets a,gj ) e {0, 1} und hochstens endlich oft a,(,j ) = 1. Sei
an=a® 4+ +a'? (mod2), a,el0,1}.

Auch hier kommt hdchstens endlich oft a,, = 1 vor. Wir setzen nun

o
g() = Z a,2".
n=0
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Somit entsteht g(v), indem man die dyadischen Entwicklungen der g(v;) kompo-
nentenweise modulo 2 addiert.

Wir behaupten, dafl dieses g eine Grundy-Funktion auf G ist. Sei also v =
(v1,...,vg) € Vund w € N(v). Dann gilt auf jeden Fall g(w) # g(v), da beim
Ubergang von v zu w genau eine Komponente von v abgeéindert wird, etwa v Iz
Dabei erfihrt g;(v;) eine echte Anderung; also gibt es mindestens ein #, fiir das
a,gj ) echt gedndert wird, wihrend alle anderen a,(,i) gleichbleiben, womit sich a,
echt @ndert. Insbesondere gilt g(w) > 0, wenn g(v) = 0 ist.

Sei nun g(v) > 0. Wir haben zu zeigen, dafl g(w) bei passender Wahl von
w € N(v) jeden Wert von 0 bis g(v) — 1 annimmt. Wir entwickeln g(v) wie oben
dyadisch. Um dann einen Wert g(w) = Z;ﬁo b,2" < g(v) zu erreichen, wihlen
wir k als den maximalen Index, fiirden by # ay gilt. Wegen Z:io b,2" < g(v) muB
dann a; = 1 und by = 0 sein. Es gibt dann mindestens ein j mit a,ﬁj ) = 1; wir den-
ken uns so ein j festgehalten. Dannist g;(v;) > 0. Also kann man durch Ubergang
von v zu einem passenden w; in der Nachbarschaft N;(v;) vonv; in G fiir g; (w;)
jeden Wert von 0 bis g;(v;) — 1 erreichen; insbesondere ergeben sich alle Werte
von 0 bis 2F — 1. Somit kann man die Folge (a(()]), agj), e, a,(,]), ...) in jede belie-
bige 0-1-Folge mit unverdnderten Komponenten a,(lj ) abNr. k + 1 (einschlieBlich)
tiberfiihren. Daraus folgt sofort, da man durch Ubergang zu passenden w € N (v)
die Folge (ag, a1, . . ., ay, . ..) in jede beliebige 0-1-Folge (bo, b1, . .., by, ...) mit
ZZC;O b,2" < g(v) iiberfithren kann, was zu zeigen war. O

Man bemerkt die Ahnlichkeit dieses Beweises mit der im Beweis von Satz 2.3
angewendeten Schluweise. Zusammen mit Satz 3.5 ergeben sich Gewinnstrategien
fiir Nim-Spiele mit beliebig vielen Streichholz-Haufen, im Verein mit Ubung 3.6
auch fiir den Fall, da man die Anzahl der wegzunehmenden H6lzchen beschrénkt.

Der Gedanke der Grundy-Funktion bildet den Einstieg in eine noch wesentlich
allgemeinere Theorie. Der interessierte Leser sei hierfiir auf Berge [1958], Smith
[1966], Varvak [1968,1970] und Tucker [1980] verwiesen.

Wir haben in diesem Kapitel mit kombinatorischen Methoden einige der am
einfachsten zu behandelnden Spiele analysiert. Inzwischen hat sich die Kombina-
torische Spieltheorie zu einem blithenden, wesentlich tiefergehenden Forschungs-
zweig entwickelt, der sich die mathematische Analyse von 2-Personen-Nullsum-
menspielen, die keine Zufallselemente involvieren, zum Ziel setzt. Die moderne
Entwicklung dieses Gebiets ist weitgehend John Horton Conway zu verdanken,
und sein Buch Conway [1976] ist die erste wichtige Monographie zum Thema. Die
Standardreferenz fiir die Kombinatorische Spieltheorie ist das ebenso schone wie
monumentale Werk von Berlekamp, Conway und Guy [1982], ein Klassiker, den
man gar nicht genug empfehlen kann. Selbst so schwierige Spiele wie das japa-
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nische Go-Spiel kénnen mit Hilfe der Kombinatorischen Spieltheorie wenigstens
teilweise behandelt werden; hierzu findet man bei Berlekamp und Wolfe [1994] eine
Untersuchung der Endspiel-Phase des Go. Insbesondere erlaubt sie es oft, Spielstel-
lungen und Ziige exakt zu bewerten, was bereits eine ausgesprochen nichttriviale
Aufgabe ist. Abschliefend sei noch auf zwei interessante Sammlungen von aktu-
ellen Artikeln zur Kombinatorischen Spieltheorie verwiesen, die von Nowakowski
[1997,2003] herausgegeben worden sind.
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Es gibt eine ganze Reihe beriihmter Folgen ganzer Zahlen; jede dieser Folgen hat
ihre eigene Theorie, die oft mit einem konkreten AnlaBl und Autor beginnt und stets
einige der folgenden Elemente enthilt:

¢ Rekursionsformeln;

 erzeugende Potenzreihen und Funktionen;
¢ numerische Berechnungen und Tabellen;
 asymptotische Abschitzungen.

In diesem Kapitel fassen wir fiir die in Tabelle 1 in ihren Anfingen tabulierten
Zahlenfolgen sowie fiir einige Doppelfolgen die betreffenden Theorien zu einem
lockeren Informationsbiindel zusammen. Dabei werden in einigen Fillen Resul-
tate aus fritheren Kapiteln iibernommen; insbesondere werden wir hier nichts zu
den Strunkzahlen, den Alkoholzahlen und den Baumzahlen sagen, die wir ja be-
reits in Kapitel XIII diskutiert haben. Fiir eine enzyklopéddische Darstellung von
Zahlenfolgen vergleiche man Sloane [1973] sowie Sloane und Plouffe [1995].

1 Die Fibonacci-Zahlen

In seinem Liber Abaci (Fibonacci [1202], erweiterte Ausgabe mit Unterstiitzung
von Kaiser Friedrich II. von Hohenstaufen 1228) stellte Leonardo von Pisa (=
Fibonacci, um 1170 bis nach 1240), der bedeutendste europédische Mathematiker der
Epoche von 1200 bis 1500, folgende Aufgabe: Das Weibchen eines Kaninchenpaars
wirft von der Vollendung des zweiten Lebensmonats an allmonatlich ein neues
Kaninchenpaar. Man berechne die Anzahl F;, der Kaninchenpaare im Monat #,
wenn im Monat O genau ein neugeborenes Kaninchenpaar vorhanden ist.

Diese Aufgabe stellt eines der éltesten Beispiele zur mathematischen Popula-
tionsdynamik — und damit zur Biomathematik — dar. Die Rekursion fiir die Folge
Fy, F1, ... der Fibonacci-Zahlen lautet

Fopo=F,+F,11 n=0,1,...)
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mit den Anfangsbedingungen Fp = F; = 1. Damit berechnet man miihelos

Fy F F F3 Fy Fs Fs F; Fg Fy Fio
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89

Die erzeugende Potenzreihe ®(z) = Fo + Fiz + F>z2 + - - - berechnet sich zu

o0
PR =1+z+ Z Fuyo7"t?

n=0

(,¢] oo
=l+z+) Fnd"? ) Fd"™

n=0 n=0

=1+2z®0(2) + 22 (2),

also

(1.1) ‘D(Z)Zm.

Die zu 1 — z — z? = 0 reziproke quadratische Gleichung z> — z — 1 = 0 hat die

Losungen
145 1=
= = .

und o 5

aj
Daher gelten
ajap=—1, aj4+ary=1 und o] —ap = «/g,
so dal man nach leichter Rechnung unter Verwendung von Formel XII.(1.1)

1 1

P(z) =

= %(al Z(OHZ)n — a2 Z(Olzz)n>
n=0 n=0
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und dann durch Koeffizientenvergleich die schon von Fibonacci angegebene Formel

. | 1+«/§ n+1 1—\/5 n+1
"5 2 S\ 2

erhilt. Die obigen Reihen sind sédmtlich fiir |z| < 1 konvergent.

2 Die Ménage-Zahlen

Wir wiederholen das bereits in § .3 erarbeitete Ergebnis. Um einen Tisch sind 2n
Stiithle im Kreis angeordnet; n Ehepaare betreten den Raum, und die » Damen
nehmen so Platz, daf} zwischen je zwei Damen genau ein Stuhl frei bleibt, wofiir
es 2n! Moglichkeiten gibt. Die Anzahl der bei gegebener Sitzordnung der Damen
verbleibenden Moglichkeiten, auf den n noch freien Stiihlen so Platz zu nehmen,
dafB} kein Herr neben seiner Ehefrau sitzt, ist durch die n-te Ménage-Zahl

n ) m— i
U(n)zZ(—n'z”’ii( " ’)(n—i)!
i=0

gegeben. Einige numerische Werte kann man der in § 1 angegebenen Tabelle ent-
nehmen.

3 Die Rencontres-Zahlen

Auch hier geben wir eine kurze Wiederholung bereits erarbeiteter Resultate. Wir
betrachten n Pldtze und n paarweise verschiedene Gegenstinde. Jedem Platz ordnen
wir bijektiv einen Gegenstand als fiir diesen Platz ,,verboten™ zu. Gesucht ist die
Anzahl D(n) derjenigen Verteilungen der Gegenstinde auf die Plitze, bei denen
kein Platz mit dem fiir ihn verbotenen Gegenstand belegt ist. Nimmt man etwa
die Pldtze 1, ..., n und die Gegenstinde 1, ..., n, so wird nach der Anzahl D(n)
der fixpunktfreien Permutationen aus S, gefragt. Die Zahl D(n) heifit auch die
n-te Rencontres-Zahl. Diese Bezeichnung 14t sich aus der folgenden zahmen — es
gibt frivolere — Einkleidung des Problems ableiten: n Ehepaare veranstalten einen
gemeinsamen Ball; D (n) ist die Anzahl derjenigen Tanz-Paarungen, bei denen keine
Dame mit ihrem Ehemann tanzt.

Wir haben bereits allgemeiner die Anzahl ¢; (n) derjenigen Permutationen in
S,, bestimmt, die genau i Fixpunkte (= rencontres) haben. Nach Ubung 1.3.11 bzw.
Korollar XIII1.2.7 gilt
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Wir geben noch eine von Euler stammende Rekursion fiir die Rencontres-Zahlen
D(n) an:

3.1 Dn+1)=nDmn)+Dmn-1) ®=12,3,...)

mit den Anfangsbedingungen D(0) = 1 und D(1) = 0. Man sieht (3.1) wie folgt
ein. Es gibt n Moglichkeiten fiir die Auswahl des Wertes i := o(n + 1). Falls
wir noch o (i) = n + 1 wihlen, induziert o eine fixpunktfreie Permutation auf
{1,...,n}\{i}, wofiires D(n — 1) Moglichkeiten gibt. Falls wir dagegen ein j # i
mit o (j) = n + 1 wihlen und somit eine Kette j +— n + 1 +— i erhalten, konnen
wir o (j) durch i ersetzen; das liefert eine fixpunktfreie Permutation auf {1, .. ., n},
wofiir es D(n) Moglichkeiten gibt. Man berechnet nun miihelos die Werte

D©O) | b)) | D2) | DB) | DA | DG5) | D®) | D)
1 0 1 2 9 44 265 1854

Ubung 3.1. Man beweise die folgende alternative Rekursionsformel:

D(n)=nDn -1+ -1D)" m=12,...).

4 Die Partitionszahlen

Sei p(n) die n-te Partitionszahl, also die Anzahl aller Partitionen der Zahl n, siche
Kapitel XII. Wir setzen kiinstlich p(0) = 1. Nach Korollar XI1.2.7 ist die fiir |z] < 1

konvergente erzeugende Potenzreihe der Folge p(0), p(1), ... durch die Formel
o o0 1
4.1 P(z) = "=
4.1) (2) ;p(n)z k]j[l —

gegeben. Fiir rekursive Berechnungen ist es zweckméBiger, fiir beliebige n, k > 0
die Anzahl p(k, n) der Partitionen von n mit genau k Teilen zu betrachten. Hierbei
setzt man kiinstlich p(0,0) = 1 sowie p(0,n) = O fiir n > 1. Die erzeugende
Potenzreihe der p(k, n) hat nach Satz XII1.2.5 die Gestalt

(4.2) P(z,q) =) Y pk,mg‘z" =] 1 _1qu
=1

n=0 k=0 j=

und ist fiir |z] < 1, |g| < |;—| konvergent, woraus sich fiir ¢ = 1 sofort wieder (4.1)
ergibt. Fiir die p(k, n) gewinnen wir nun leicht die Rekursionsformel

k
4.3) plk,n+k) =" p(j.n).
j=1
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Man braucht hierzu nur die Partitionen von n in hochstens k Teile nach der Anzahl j
der Teile zu Klassifizieren und einer Partitionn = ny +---+n; mitny > --- > n;
vonn die Partitionn+k = (ny+1)+---+(; +1)+1+---+1 (mitk — j Einsen
am SchluB}) von n 4 k in k Teile zuzuordnen. Man erhilt so bijektiv alle Partitionen
n+k=mi+---+my mitmy > --- > my, klassifiziert nach der Anzahl der Einsen
am rechten Ende. Mittels (4.3) berechnet man leicht die in Tabelle 2 angegebenen

Werte p(k, n) fiir kleine k und n:

Tabelle 2. Die Partitionszahlen p(k, n)

n|012345678910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
k
0 1000000000 0 O OO O OOOUOUOTU O O
1 0111111111 1 1111111111 1
2 0011223344 5 5 6 6 7 7 8 8 9 910 10
3 0001123457 810 12 14 16 19 21 24 27 30 33 37
4 0000112356 911 15 18 23 27 34 39 47 54 64 72
5 0000011235 710 13 18 23 30 37 47 57 70 84 101
6 0000001123 5 711 14 20 26 35 44 58 71 90 110
7 0000000112 3 5 711 1521 28 38 49 65 82 105
8 o0oooo0o00011 2 3 5 711152229 405270 &9

Die Partitionszahlen p(n) sind nun die Spaltensummen dieser Tabelle:

n

p) =Y plk,n).

k=0

Einige numerische p(n)-Werte findet man in der in § 1 angegebenen Tabelle.

Man kann sich auch fiir die Anzahl p(k, n) der Partitionen von n in hochstens

k Teile interessieren. Natiirlich gelten fiir k > 2
k
(4.4) ple.n)=>"p(j.n)
i=0
sowie
4.5) plk,n) =pk,n) —ptk —1,n).

Aus (4.3) und (4.5) ergibt sich die folgende Rekursionsformel fiir die p(k, n):

(4.6) plk,n) =plk—1,n)+plk,n—k)

(1<k<n)
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mit den Anfangsbedingungen p(k,0) = 1 firk = 1,2, ... sowie p(0,n) =0
fiirn = 1, 2, .... Man kann (4.6) natiirlich auch direkt einsehen, da eine Partition
von n mit genau k Teilen durch Wegnahme je einer Einheit aus jedem Teil zu einer
Partition von n — k mit hochstens k Teilen wird und diese Zuordnung offenbar
bijektiv ist. Mit (4.6) berechnet man leicht die in Tabelle 3 angegebenen Werte
P (k, n) fiir kleine n.

Tabelle 3. Die Partitionszahlen p(k, n)

n|012345 6 7 & 910 11 12 13 14 15 16 17 18
k
0 100000 0 OO OO O OO O O O 0 O
1 111111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 112233 4 4 5 5 6 6 7 17 8 8 9 9 10
3 112345 7 81012 14 16 19 21 24 27 30 33 37
4 112356 9 11 15 18 23 27 34 39 47 54 64 72 84
5 112357 10 13 18 23 30 37 47 57 70 84 101 119 141
6 11235711 14 20 26 35 44 58 71 90 110 136 163 199
7 112357 11 15 21 28 38 49 65 82 105 131 164 201 248
8 11235711 15 22 29 40 52 70 89 116 146 186 230 288
9 112357 11 15 22 30 41 54 73 94 123 157 201 252 318

Nach Satz X1I1.2.2 stimmt p(k, n) mit der Anzahl der Partitionen von n mit lauter
Teilen < k iiberein, also mit p(S, n) fiir S = {1, ..., k}. Mit Korollar XII.2.6 erhélt
man daher unmittelbar die folgende erzeugende Potenzreihe:

k

o0 1
Z_ 0 l_[
nzop(k’ me = 11—z

j=1

5 Die Catalan-Zahlen

Fiir jede natiirliche Zahl n bezeichne C (n) die Anzahl der Moglichkeiten, ein Pro-
dukt von n Zahlen zu klammern. Man nennt C(n) die n-te Catalan-Zahl, nach
Catalan [1838]. Eine Klammerung von n Faktoren entspricht unmittelbar eindeu-
tig einem Baumdiagramm wie in Kapitel XV mit n Spitzen und lauter Zweier-
Verzweigungen. Wir geben ein Beispiel fiirn = 7:
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ay ay a3 as  as ag a;j

bedeutet die Klammerung

(((a1az)a3)((asas)ag))az.

C(n) zihlt also auch die Baumdiagramme dieses Typs mit n Spitzen. In beiden
Interpretationen ergibt sich unmittelbar die Rekursionsformel

n—1

(5.1) Cn) = ZC(k)C(n — k)

k=1

mit den Anfangsbedingungen C(0) = 0 und C(1) = 1. In der Sprechweise der
Klammerungen mufl man ndmlich im letzten Schritt ein geklammertes Produkt aus
k Zahlen mit einem solchen aus n — k Zahlen zusammenfiigen. Als néchstes sehen
wir uns die erzeugende Potenzreihe

G =) Cm" =) Cmz"
n=0 n=1

an. Mit (5.1) berechnet man

G’ = (icac)zk)(iaj)zf)
= j=1

k

—

n—1

_ i (Z C)C(n — k))z”

2 k=1

3
||

Cmz" = G(2) -z,

M

3
||
™

also G(z)?> — G(z) + z = 0. Diese quadratische Gleichung ergibt

5.2 G(z) = %(1 — /1 —42);
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die Entscheidung fiir das Minuszeichen vor der Wurzel fillt dabei aufgrund der
Anfangsbedingung C(0) = G(0) = 0. Die Funktion (5.2) besitzt die Potenzrei-
henentwicklung

1 /2n -2\ ,
(5.3) G(z) =n§;(n_1)z ,
woraus
4 cono (=2 _ 1 (w1 1
54 (n)_;<n—l>_2n—1(n—1> (n=12...)

folgt. Einige numerische C(n)-Werte enthilt die Tabelle in § 1.
Ubung 5.1. Man beweise die Formel (5.4) mit Induktion.

Ubung 5.2. Man zeige, daB C(n) fiir n > 2 auch gleich der Anzahl aller Triangu-
lierungen eines regulédren (n + 1)-Ecks durch eckenverbindende Sehnen ist.

Ubung 5.3. Man zeige fiir n > 2: Bei einer Abstimmung zwischen zwei Kandida-
ten in einem Wahlkreis mit 2(n — 1) Stimmen herrsche Stimmengleichheit; dann
gibt es genau C(n) Reihenfolgen der Auszéhlung, bei denen der erste Kandidat nie
in der Hinterhand ist.

6 Die Bell-Zahlen

Die n-te Bell-Zahl B(n) gibt die Anzahl der disjunkten Zerlegungen einer n-ele-
mentigen Menge in nichtleere Teilmengen an. Man setzt kiinstlich B(0) = 1 und
hat selbstverstindlich B(1) = 1 sowie B(2) = 2. Fast ebenso selbstverstindlich
ist die Rekursionsformel

6.1) Bn+1)=) (Z)B(k).

k=0

Sie beruht darauf, dal man in einer (n 4 1)-elementigen Menge eine disjunkte Zer-
legung in zwei Schritten durchfiihren kann, indem man zunichst eine Teilmenge M
von k < n Elementen auszeichnet, die einen fest gewihlten Punkt nicht enthilt, ihr
Komplement als erste Komponente der Zerlegung nimmt und dann eine disjunkte
Zerlegung von M bildet.



XVL7 Die Stirling-Zahlen zweiter Art 359

Wir bilden die erzeugende Potenzreihe fiir die Folge %, @, ... und erhalten
mit (6.1) fiir
— B(n)
_ n
A=) —
n=0
die Ableitung
o0 o0
B(n) 1 B(n+1)
A/ — n — n
@ Z(n—l)!z 2 nl
n=1 n=0
0 5 n
-y Ey (=Y y S
n=0 n! k=0 n=0 k= O )'k'
0ok 00
72*B(k) z
= Z k! Z - =A@,
k=0 j=0

was mit A(0) = 1 auf A(z) = ¢ ~! fiihrt. Man rechnet weiter und erhlt

I ekt 1R 1 X k)"
AI=C 2 T iy
ek:O ’ ek=0 " n=0 n
->i(ixs
T L\~ k1
n=0 - ek:O
Durch Koeffizientenvergleich folgt
|y &
B(n) = - —.
!
= k!

7 Die Stirling-Zahlen zweiter Art

Seien n eine natiirliche Zahl und X eine n-elementige Menge. Mit S(n, k) be-
zeichnen wir die Anzahl aller Zerlegungen von X in genau k disjunkte nichtleere
Teilmengen. Wir setzen kiinstlich

S$(0,0) =1 sowie S(0,1)=2S5(0,2)=---=0.

Die Zahlen S(n, k) heilen die Stirling-Zahlen zweiter Art; durch Summation tiber
k erhilt man natiirlich die Bell-Zahlen:

(7.1 B(n) = ZS(n,k).
k=1
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Man findet leicht eine Rekursionsformel fiir die Stirling-Zahlen zweiter Art, nimlich

(7.2) Sm+1,k)=Sn,k—1)+kS(n, k)
firn =0,1,...;k=1,2,... Dazuhat man nur die Zerlegungen von {0, 1, . . ., n}
danach aufzuteilen, ob sie den Teil {0} enthalten oder ob 0 zu einem der k Teile
einer Zerlegung von {1, ..., n} gehort. Ebenso einfach einzusehen ist die alternative
Rekursionsformel
= (n
(7.3) Sn+1,k) =) ( ) S(,k—1)
—\J
]_
firn=0,1,...;k=1,2,... Sie beruht auf der Gewinnung einer Zerlegung von
{0, 1, ..., n}in folgenden zwei Schritten:
* Festlegung des O enthaltenden Teils mit # + 1 — j Elementen durch Fixierung
einer Teilmenge von {1, ..., n} mit n — j Elementen, wofiir es (nfj) = (’;)
Moglichkeiten gibt;

* Zerlegung der Restmenge von j Elementen in k — 1 Teile.

Zusammen mit den offensichtlichen Anfangswerten

S(1,0)=0, S(1,1) =1, S(1,2) = S(1,3) = --- = 0;
S(2,0)=0, S, 1)=1, $2,2) =1, S2,3) = --- = 0;
S(3,0)=S@,0)=---=0

kann man nun mittels (7.2) oder (7.3) leicht eine Tabelle der ersten S(n, k) aufstel-
len.
Mit Induktion nach n erhalten wir die explizite Formel

1o ik
(7.4) St k) =) (=1 —-'( )J
i J

In der Tat: Fiir n = 0 lautet die rechte Seite

k
1 . -k 1 — 1k
EZ 01'/(_1)16_‘/( ):( k! =
j:

J

was fiir k = 0 als 1 gelesen werden darf und fiir £ > 0 den Wert O ergibt, und fiir
n > 0, k = 0 ist die rechte Seite von (7.4) gleich 0 = S(n, k). Angenommen, man
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hat (7.4) fiir n und séamtliche k = 0, 1, ... ; dann liefert (7.2) fiir k > 1

Sm+1,k) =kSn, k) +Sn, k—1)
k—1
DI A (k N l)j"
J

ko (K 1
= Z(—l)"‘f( ); =
K j (k= D! =

0 —1 D! éo(_l)k_jjn «f) - <k ; 1))

k

o k1
=G N (j—l)

Jj=0

1o (K
. j=0 ]

— wie behauptet.

Tabelle 4. Die Stirling-Zahlen zweiter Art

n|0]1|2]3]4 5 6 7 8 9 10
k
0 110]0]0]|O0 0 0 0 0 0 0
1 o1 |1]1]1 1 1 1 1 1 1
2 00| 1|3 ]7]|15| 3l 63 127 255 511
3 0[O0 |0|1]6 /|25 |9 | 301 966 | 3025 9330
4 00| 0|0} 1|10 65| 35 | 1701 | 7770 | 34105
5 0j0|0]0]O 1 | 15 | 150 | 1050 | 6951 | 42525
6 0j0|0]0]O 0 1 21 266 | 2646 | 22827
7 000|000 0 0 1 28 462 5880
8 0j0|0]O0]O 0 0 0 1 36 750

Wir bestimmen jetzt noch zwei erzeugende Potenzreihen. Als erstes halten wir
ein k > 0 fest und beweisen

o0

Z _ 1)k
@5) $o8b -

n! k!
n=0
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Fiir £k = 0 ist dies richtig. Angenommen, es stimmt bis £ — 1. Dann rechnen wir
die Ableitung von Ay (z) := > oo S@k) -1 aus und beniitzen (7.2):

n=0 p!
o0
S(n+1,k)
/
Ak(Z)=ZTZn
n=0
o0 ox
Sn, k Stn,k—1) ,
S SEL PN S (LR
o n! s n!
=kAr(z) + Ar—1(2)
(ez_l)k—l
= kA =
k(z) + Y

Diese Differentialgleichung besitzt die den Anfangsbedingungen Az (0) = 0 =
2z k

S(0, k) genligende Losung Ax(z) = G ,:!1) , wie man sofort nachrechnet. Da sie

nach einem bekannten Satz die einzige derartige Losung der Differentialgleichung

ist, gilt (7.5).

Zweitens halten wir n > 0 fest und interessieren uns zunichst fiir den Ausdruck

o0
Y S, b,
k=0

der wegen S(n,n + 1) = S(n,n + 2) = --- = 0 einfach ein Polynom vom Grade
n ist. Hier hat sich nun herausgestellt, da} man zu einem glatten Ergebnis kommit,
wenn man zX durch das Polynom

Qri=zz—-1...z—k+1

mit den Nullstellen 0, 1, ..., k — 1 ersetzt; die ungewohnlich anmutende Schreib-
weise (z)g ist dabei traditionell iiblich. Wir geben zunidchst einen kombinatorischen
Beweis fiir die Identitit

Iy J
(7.6) i=> <£>k!S(n, k)= ()Sn. k)
k=0 k=0
an. Dazu beachten wir, dal j" die Anzahl aller Abbildungen von {1, ..., n} in
{I,..., j} ist. Diese Abbildungen teilen wir nach den dabei auftretenden Werte-
mengen und diese wiederum nach ihren Michtigkeiten k ein. Es gibt dabei (})
Moglichkeiten, eine k-elementige Wertemenge W C {1, ..., j} auszusuchen; eine
Abbildung mit genau dieser Wertemenge W wird hergestellt,indem man {1, .. ., n}

in k nichtleere Mengen disjunkt zerlegt und sie zu Konstanzgebieten unserer Ab-
bildung macht. Hierzu sind die k Elemente von W irgendwie auf die k Bestandteile
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unserer Zerlegung zu verteilen, wofiir es k! Moglichkeiten gibt. Damit ist (7.6)
bewiesen. Nun zeigen wir

(1.7) Y S @k =) Sm k)@ ="

k=0 k=0

Hier stehen links und rechts je ein Polynom vom Grade < n bzw. = n. Das Polynom
(z)k hat die Nullstellen 0, 1, ..., k — 1. Setzt man links in (7.7) z = j ein, so bleibt
nur Zizo S(n, k)(j) tbrig, was nach (7.6) den Wert j” hat. Also stimmen die
Polynome auf den beiden Seiten von (7.7) an den n + 1 verschiedenen Stellen
0,1, ..., n tiberein, womit beide Polynome identisch sind.

8 Die Stirling-Zahlen erster Art

Seien n eine natiirliche Zahl und X eine n-elementige Menge. Mit o (n, k) bezeich-

nen wir die Anzahl derjenigen Permutationen von X, die in genau k Zyklen zerfallen.

Wir setzen kiinstlich 0(0,0) = lund o0 (n,0) =0 = 0(0,k) (n, k = 1,2,...).

Die Zahlen o (n, k) werden als die absoluten Stirling-Zahlen erster Art bezeichnet.
Wir iiberlegen uns als erstes die Rekursionsformel

(8.1) om+1,k)=0m,k—1)+no,k)
firn =0,1,...; k =1,2,... Hierzu hat man lediglich die in genau k Zyklen
zerfallenden Permutationen von {0, 1, ..., n} danach aufzuteilen, ob sie (0) als

Zyklus enthalten bzw. ob 0 an irgendeiner Stelle in einen Zyklus einer in genau k
Zyklen zerfallenden Permutation von {1, ..., n} eingereiht wird. Die Zahlen

s(n, k) = (=)o (n, k)

werden als die Stirling-Zahlen erster Art bezeichnet. Sie geniigen offensichtlich
der Rekursionsformel

(8.2) sm+1,k)=sn,k—1) —nsn, k)
firn = 0,1,...; k = 1,2,... mit den Anfangsbedingungen s(0,0) = 1 und

s(n,0) =0 = s(0,k) (n,k = 1,2,...). Hieraus berechnet man leicht die in
Tabelle 5 angegebenen Werte fiir kleine .
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Tabelle 5. Die Stirling-Zahlen erster Art

n|0|1] 2| 3| 4 5 6 7 8 9 10
k
0 (1|0] O] O] O 0 0 0 0 0 0
1 |0f|1|—-1| 2|—-6] 24|-120 720 | —5040 40320 | —362880
2 |00 1|-=3|11|-50| 274|—1764| 13068 |—109584| 1026576
3 |0{0| O 1|—-6] 35|-225| 1624 |—13132| 118124 | —1172700
4 (0|0] O] O] 1|-10 85| =735 6769 | —67284 723680
5 (0j0| O] O O 1| =15 175 —1960 22449 | —269325
6 (0|0 O O] O 0 1 -21 322 | —4536 63273
7 (0|0] O] O] O 0 0 1 —28 546 —9450
& |0j0| O] O O 0 0 0 1 -36 870
9 |0j0| O O] O 0 0 0 0 1 —45

Mit den bereits im vorigen Abschnitt eingefiihrten Polynomen (z), erhélt man
die Identitiit

(8.3) Y osn b =) s, 0 = @,
k=0 k=0

die wir mit Induktion nach n beweisen. Fiir n = 0 ergibt sich auf beiden Seiten von
(8.3) der Wert 1. Angenommen, man ist bis n fertig. Dann gilt wegen (8.2)

n+1 n+1
Zs(n +1,k)F = Z(s(n, k—1) —ns(n, k)z~
k=0 k=1

=z Zs(n, k)zk —n Zs(n, k)zk
k=0 k=0

=z —n)(@n = @Dns1-

Ferner gilt

(8.4) Zs(n,k)nk = Zo(n,k) =n!
k=0 k=0

Die rechte Gleichung ist trivial, weil dort nur die Permutationen aus S, nach ihrer
Zyklenzahl aufgeteilt werden. Der Rest folgt aus (8.3) fiir z = n.

Die Identititen (7.7) und (8.3) zeigen zusammen genommen, wie man die
beiden Basen {1, z, z2, 23, ...} bzw. {1, (2)1, (2)2, (2)3, ...} fiir den Vektorraum



XVI.9 Die GauB-Koeffizienten 365

der Polynome (etwa iiber R) ineinander transformieren kann; die Stirling-Zahlen
konnen also auch als die bei diesen Transformationen auftretenden Skalarfaktoren
erklirt werden.

Ubung 8.1. Man beweise die Formel

(8.5) Z S(n, k)s(k, m) = Spn.

k=m

SchlieBlich bestimmen wir noch eine erzeugende Potenzreihe, wobei wir ein
k > 0 festhalten:

o s(n k log(1 + 2)*
(8.6) ZS(':' ) n_ (log( /j )t
n=k : :

Zum Beweis iiberlegen wir uns zunichst, dafl die rechte Seite von (8.6) der Koef-
fizient von x* in der Potenzreihendarstellung von (1 4 z)* ist:

o0
1
(142" =etloelHa =3~ 7 dog(1 + )k,
=0

Andererseits gilt wegen (8.3)

n=0 n=0
00 o0 00
" n . . 7"
= E =D s, rx" = E X E s(n,r)—,
n! n!
n=0 r=0 r=0 n=r

womit sich (8.6) durch Koeffizientenvergleich ergibt.

9 Die GauB-Koeffizienten

Seien n, k nicht-negative ganze Zahlen mit k < »n und ¢ eine Primzahlpotenz.
Mit [Z]q bezeichnet man die Anzahl der k-dimensionalen Unterrdiume eines n-
dimensionalen Vektorraums iiber dem endlichen Korper GF(g) mit g Elementen.
Die Zahlen [} ]q heiBen die Gauf3-Koeffizienten.

Wie bereits in Ubung IX.9.9 erwihnt, kann man die GauBB-Koeffizienten leicht
direkt berechnen:

n_ 1 n—l_l‘” n—k-‘rl_]
©.1) [n]q _ )(g )...(q )

k (gF—D@"-D...(¢ -1
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Der Beweis von (9.1) ist ebenfalls leicht: Sei W ein n-dimensionaler Vektorraum
tiber GF (¢). Dann ist die Anzahl der geordneten k-Tupel aus linear unabhéngigen
Elementen von W genau (¢" —1)(¢" —q) . . . (¢" —g*~!), da man zuniichst die erste
Komponente beliebig aus den g" — 1 Vektoren # 0 auswihlen kann; danach istein 1-
dimensionaler Unterraum von W verboten, weswegen man die zweite Komponente
auf genau ¢" — g Arten wihlen kann, und so weiter. Nun bestimmt jedes k-Tupel
einen eindeutigen k-dimensionalen Unterraum von W; umgekehrt gehort jeder sol-
che Unterraum U zu genau (¢* — 1)(¢* — q) ... (¢¥ — g*~") derartigen k-Tupeln,
da dies die Anzahl der geordneten k-Tupel aus linear unabhéngigen Elementen von
U ist. Damit erhélt man — nach Kiirzen von g-Potenzen — die gewiinschte Formel
9.1).

Man kann die GauB3-Koeffizienten auch mit der folgenden Rekursionsformel
ausrechnen:

n n—1 n_in—1
©-2) [k]q = [ k ]q ta [k — 1],, :
Zum Beweis von (9.2) seien V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber GF'(¢) und
W ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum. Der erste Term auf der rechten Seite ist
die Anzahl der Unterrdume der Dimension k, die in W enthalten sind. Jeder andere
k-dimensionale Unterraum U von V schneidet W in dem (k — 1)-dimensionalen
Unterraum U’ = U N W. Andererseits liegt jeder solche Unterraum U’ in genau

n_  k—1 . . . n—1__ k-1 |
L =4 Unterrdumen der Dimension k von V, von denen genau L—%— in W
a*—q a*—q

enthalten sind. Damit kann jeder (k — 1)-dimensionale Unterraum U’ von W zu
exakt ¢" % Unterrdaumen U der Dimension k erweitert werden, die nicht in W
liegen, was den zweiten Term auf der rechten Seite von (9.2) erklért.

Esistklar, dafl die GauB3-Koeffizienten ganzzahlig sind, auch wenn sie in Formel
(9.1) als Briiche erscheinen. Daher ist es eine naheliegende Idee, diese Ausdriicke
als Polynome in der Unbestimmten g anzusehen; man spricht dann von den Gauf3-
Polynomen. Formal definiert (9.1) natiirlich zunéchst nur eine rationale Funktion
in g; da diese rationale Funktion aber fiir unendlich viele ganzzahlige Werte von ¢
(nédmlich fiir alle Primzahlpotenzen ¢) eine ganze Zahl ergibt, muB es sich in der Tat
um ein Polynom handeln. Alternativ kann man die Identitét (9.2) fiir eine rekursive
Definition der Gauf3-Polynome verwenden; dabei definiert man die Anfangswerte
als die Polynome

[n] =[n] ::1 fﬁrn:O,l,Z,...
014 nlg

Dieser Ansatz zeigt nochmals, daB hier in der Tat Polynome vorliegen.

Ubung 9.1. Man berechne einige kleinere GauB-Polynome [']Z]q explizit, etwa fiir

n<ao.
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Setzt man in das Gauf3-Polynom [Z]q den Wert ¢ = 1 ein, so erhélt man gerade

den Binomialkoeffizienten (’]Z) Das ist zwar der Formel (9.1) nicht unmittelbar zu

entnehmen, folgt aber, wenn man die GauB3-Koeffizienten wirklich als Polynome in
q schreibt. Am leichtesten schlieft man dies aus der Rekursion (9.2), die fiirg = 1
per Induktion direkt in die bekannte Rekursion I.(2.2) fiir die Binomialkoeffizienten
tibergeht; trivialerweise sind auch die Anfangswerte korrekt.

Man paraphrasiert den eben beschriebenen bemerkenswerten Zusammenhang,
indem man sagt, daB die GauB3-Koeffizienten ein g-Analogon der Binomialkoeffi-
zienten sind. Ein hochinteressantes Teilgebiet der Kombinatorik beschiftigt sich
mit g-Analoga, die klassischen Resultaten iiber Mengen entsprechende Resultate
tiber endliche Vektorrdaume zuordnen und/oder klassische Familien von Zahlen bzw.
Polynomen entsprechend verallgemeinern. Beispielsweise gilt ein g-Analogon des
Spernerschen Lemmas I1.2.7; wir verweisen hierfiir — und fiir einige weitere g-
Analoga — auf van Lint und Wilson [2001]. Dort findet man als Theorem 24.1
auch das folgende interessante Resultat, das die Koeffizienten der GauB3-Polynome
kombinatorisch interpretiert, indem es einen Zusammenhang zu den in Kapitel XII
betrachteten Partitionsbildern herstellt.

Satz 9.2. Man schreibe das Gauf3-Polynom [Z ]q explizit als

k(n—k)

HI e

h=0

Dann ist der Koeffizient aj, gerade die Anzahl derjenigen Partitionen von h, deren
Partitionsbild in ein Rechteck der Grifie k x (n — k) pafst.

Fiir ¢ = 1 liefert Satz 9.2 noch das folgende interessante Korollar:

Korollar 9.3. Die Anzahl aller Partitionen natiirlicher Zahlen, deren Partitionsbild
in ein Rechteck der Grofle k x (n — k) paf’t, ist genau (Z)






Nachwort

Wir hoffen, dafl unsere Leser einen einigermallen reprisentativen Eindruck von
der Vielfalt der Kombinatorik erhalten haben — sowohl was die Themen angeht,
als auch hinsichtlich der Methoden — und dafl wir auch etwas von der Schonheit
dieser Disziplin transportieren konnten. Wie schon im Vorwort voller Bedauern
festgestellt, mufliten wir auf vieles verzichten, was ebenfalls wichtig und reizvoll
gewesen wire. Die Kombinatorik ist nach wie vor ein blithendes und explosiv
wachsendes Gebiet: Jedes Jahr kommen Hunderte von neuen Arbeiten und eine
gar nicht so kleine Anzahl von Biichern hinzu. Dabei haben sowohl die grofen
vereinheitlichenden Theorien wie einzelne Perlen und Kuriosititen ihren Platz,
und manches mag auch schlicht tiberfliissig sein. Nicht alles, was man zeigen kann,
verdient es auch, gezeigt zu werden! Das ist eine Frage des guten (oder eben weniger
guten) Geschmacks, zu dessen Entwicklung wir hoffentlich ein wenig beitragen
konnten.

Wie gesagt, gerne hitten wir unseren Lesern aus der Fiille wichtiger und elegan-
ter Resultate noch das eine oder andere vorgetragen. Doch irgendwann mufl man
ein Ende finden, wie uns schon Theodor Fontane in seinem klassischen Roman
Effie Briest nahelegt, wenn er mit den folgenden unsterblichen Worten schlief3t:

Ach, Luise, laf ...das ist ein zu weites Feld.
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